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第 一 章 ”拓扑 学 引 论 


I.1 拓扑 空间 


定义 I.1.1 设 民 是 一 个 非 空 集合 ， X 的 一 族 子 集 了 具有 如 下 的 性 质 : 
(a) 了 封闭 于 有 限 交 和 运算 ， 即 车 {4 了 1 CT 了 ， 则 后 Aj e 了 ， 其 中 几 是 任意 的 自然 数 ， 
(b) 了 封 亲 于 任意 并 的 运算 ， 即 若 {AajaeA CT 了 ， 则 WUET， 其 中 人 是 任意 的 指标 集 ; 
(c) 0 X ET 
则 称 (X,T) 为 拓扑 空间 . 不 发 生 混 消 时 就 说 区 是 拓扑 空间 ， 了 称 为 和 上 的 拓扑 ，7 中 的 
元 称 为 开 集 ， 开 集 的 余 集 称 为 闭 集 

例如 到 上 的 全 体 开 集 构成 之 集合 就 是 到 上 的 拓扑 .一 般 的 度量 空间 都 是 拓扑 空间 ， 
其 上 的 拓扑 就 是 度量 定义 的 全 体 开 集 组 成 的 ， 事 实 上 拓扑 的 概念 正 是 度量 空间 的 开 集 抽象 出 
来 的 . 度量 空间 X 的 一 个 重要 的 性 质 是 ，Yz,y < X,z 了 考 Y ， 必 存在 包含 z,y 的 开 集 Us, Uy ， 
使 VnnU=0 一般 的 拓扑 空间 不 具备 这 样 好 的 性 质 ， 因 而 需要 给 它 特殊 的 名 称 . 

定义 I.1.2 拓扑 空间 关 称 为 Hausdor 企 空间 (或 到 空间 ) ， 如 果 对 于 任何 相 异 Z,VEX， 
必 存 在 开 集 Gu,Gy ， 使 得 zeGoyeGy 且 GonGy =1. 

同一 个 集合 X 上 ， 可 以 有 不 同 的 拓扑 ， 其 中 有 两 个 拓扑 是 极端 情形 .一 个 是 由 X 的 所 有 
子 集 组 成 的 拓扑 ， 即 所 谓 离 散 拓扑 ， 另 一 个 是 只 由 两 个 元 素 即 9,X 组 成 得 拓扑 {0, 关 }, 称 为 
平庸 拓扑 . 

定义 I.1.3 设 厂 ,ZT2 是 关上 两 个 拓扑 ， 如 果 厂 CT2， 则 称 石 弱 于 万 (或 五 强 于 万 )， 
记 作 五 < 或 > 了). 

显然 ， 非 空 集合 X 上 的 任何 拓扑 都 弱 于 离散 拓扑 ， 而 强 于 平庸 拓扑 . 

定义 IL1.4 设 (X,T) 是 一 个 拓扑 空间 ， 4 CX . 令 有 ={Gn4GETT， 则 有 是 
4 上 的 一 个 拓扑 ， 我 们 称 14 为 4 上 的 相对 拓扑 (或 了 在 4 上 请 导出 的 拓扑 ) .7T4 中 元 称 为 
相对 开 集 . 

定义 I.1.5 设 (XX,T) 是 一 个 拓扑 空间 ， 一 族 开 集 B CT 称 为 之 基 ， 如 果 了 中 的 每 个 
开 集 都 能 表 成 B 中 元 之 并 . 一 族 开 集 S6 CT 了 称 为 本 之 次 基 ， 如 果 工 中 每 个 开 集 都 能 表 成 5 
中 元 之 有 限 交 的 并 ， 即 S 中 元 有 限 交 的 全 体 就 是 了 之 一 个 基 . 

设 TEN，NNCX 称 为 z 的 一 个 邻 域 ， 如 果 存 在 开 集 U 使 得 zeEUCN. 如 果 NN 还 
是 开 集 ， 则 可 称 N 为 一 个 开 邻 域 ; 如 果 N 是 闭 集 ， 则 可 称 之 为 闭 领 域 . 

设 ZEXX，Z 的 一 族 邻 域 U 称 为 工 的 邻 域 基 ， 如 果 对 于 2z 的 每 个 邻 域 六 ， 都 有 UEU， 
使 TEUCV. 2z 之 邻 域 基 记 为 U(zZ) .一 般 情 况 下 ， 2 的 邻 域 基 中 的 元 素 都 取 为 2 的 开 邻 
域 . 

在 度量 空间 (M,p) 中 ， 设 ze M,n 是 自然 数 ， 令 Nn = {y€M;p(x,y) < 1/n), 则 
UU = {Nn,n = 1,2,…} 便 是 的 一 个 x 可 数 的 邻 域 基 . 

给 了 一 个 拓扑 ， 就 有 拓扑 基 及 拓扑 次 基 . 反之 , 给 了 一 个 拓扑 基 或 拓扑 次 基 , 也 可 以 确定 
这 个 拓扑 ,我 们 常常 通过 给 定 拓扑 基 或 拓扑 次 基 的 方式 来 给 定 拓 扑 . 同样 ,给 定 每 个 点 的 邻 域 
基 ， 也 确定 了 这 个 拓扑 ， 实 际 中 我 们 也 常 是 这 样 做 的 . 
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有 了 拓扑 就 有 了 和 邻 域 ， 也 就 可 以 给 出 极限 及 连续 的 概念 

定义 I.1.6 设 是 X 拓扑 空间 ，{znjs2 1 是 区 中 一 个 序列 ，ZzE 和 .如 果 对 2 的 每 个 邻 域 
VV ,都 存在 自然 数 N ,使 当 n > N,zn EV, 称 {rn} 收敛 于 xX, 记 作 zn 一 XZ( 或 lim zn = 7) . 

定义 IL1.7 设 是 (5,T), (T,U) 拓扑 空间 ， 上 映射 了 :9 一 了 .如 果 对 任意 GEL ， 都 有 
广 !(G) e 了 ， 则 称 f 是 连续 的 .如 果 对 任何 的 VET， 都 有 f(V)EU， 则 称 f 是 开 的 . 
如 果 f 是 双 射 ( 既 单 射 且 满 射 ) ， 而 且 是 连续 的 开 映 射 ， 则 称 f 是 同 胚 . 

定理 I.1.1 设 5,T 都 是 拓扑 空间 ， :5 一 了 是 映射 则 f 是 连续 的 当 且 仅 当 对 工 中 
任何 闭 集 瑟 17 (F) 是 5S 中 的 闭 集 . 

证 明 必要 性 . 设 下 是 工 中 闭 集 , 则 玉 ( 表 示 了 之 余 集 ) 是 开 集 ， 于 是 由 了 之 连续 性 ， 
广 :Fe) 是 9 中 开 集 , 但 1(7°) = [ 广 - (站 ， 故 是 广 :5) 闭 集 . 

充分 性 . 对 了 之 任何 开 集 G ，G° 是 了 7 中 闭 集 , 由 假设 f°71(f) 是 5 中 闭 集 ,但 71(G°) = 
[f-1(G)]* .于 是 广 !(G) 是 9 中 开 集 ， 故 f 是 连续 的 . < 


I.2 弱 拓扑 


在 上 节 引 进 的 映射 连续 性 是 依赖 于 拓扑 的 由 定义 可 见 ， 对 于 连续 的 映射 : (3,7) 一 
(T,U) ， 当 拓扑 了 加 强 为 五 时 ， f 还 是 连续 的 . 但 当 拓扑 了 减弱 为 2 时 ， f 未 必 还 连 
续 . 于 是 可 以 考虑 5 上 使 f 保持 连续 的 最 弱 拓 扑 ， 显 然 它 应 为 { 广 :(D);Z es U} . 若 又 有 了 映 
射 g:5 一 (7T,U)， 则 5 上 使 f,g 和 丝 连 续 的 拓扑 必须 包含 


S={f (UU euU}U{g DT eu}. 


这 时 5 未 必 是 拓扑 , 但 以 5 为 次 基 的 拓扑 即 为 使 f,g 暂 连 续 的 最 弱 拓 扑 、 这 启发 我 们 引进 如 
下 重要 概念 . 

定义 I.2.1 设伏 是 从 集合 5 到 拓扑 空间 (T,U) 的 一 族 映射 ，5S 上 的 使 所 有 f Ek 篆 连 
续 的 拓扑 中 最 弱者 ， 称 为 9 上 由 决定 的 弱 拓 拒 (或 人 一 弱 拓 扑 ) . 

命题 I.2.1 设 太 是 从 9 到 (TO) 的 一 族 映射 ， 则 

(a) 以 {f-1(0);f eK,UeWU) 为 次 基 的 拓扑 即 为 上 - 弱 拓 扑 . 

(b) 于 任何 zo E S,f EK,U(f(x0)) 表示 f(x0) 之 邻 域 基 ， 则 形 如 三 !(U) (其 中 feKk,Ue 
U(J(z0))) 的 元 之 有 限 交 的 全 体 ， 即 形 如 间 /7 (DI) (其 中 广 EK,Ui EU(jj(zo)) ) 的 集合 全 
人 条， 就 是 人- 弱 拓 扑 在 zo 的 邻 域 基 ， 

证 明 (a) 设 k- 弱 拓 扑 为 五， 而 以 { 广 (De 有 Te2)} 为 次 基 的 拓扑 为 五. 由 假 
设 ，Vf ee 天 关于 万 连续 , 当 UeEU,f71(V)eET. 故 {f71(0);f eK,UeEU}CT， 从 而 
五 7T2， 男 一 方面 ,由 TZ2 定义 ;每 个 fe 关于 72 连续， 由 碾 是 使 每 个 fe 都 连续 的 
最 弱 拓 扑 知 五 C Bb， 总 之 T=. 

(b) 设 V 是 KK- 弱 拓扑 中 zo 的 邻 域 ,不妨 设 V 是 开 的 ， 由 (a) ，V 可 以 表 为 如 下 形式 

上 = fa, (Va,) ， 
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其 中 ， .4 是 任意 指标 集 ， ks 是 任意 自然 数 ， js Ee ，Ua; EU .注意 到 zo eV， 于 是 必 
存在 某 个 oe 4 ， 自 然 数 ko 以 及 {fw CK 和 {Uw}<1 CU 使 
Xo0ES = fo (Ua ) . 
若 诸 Uo € U (fa (z0)) ? 则 < 即 为 (b) 中 形式 之 集合 . 注意 fo (Z0) Ee Uo 地 1 ,ko ? 存在 
U; EU(fo (zo0)) 使 fo (x0) € U; C Ua . 于 是 zo € fo 1(U jC fe (UD. 3 7 = 1,2,.…, kao. 
这 样 
me 站 万 1() CT 其 中 jos € K,U; € U(fa (20)). 9 
设 {(To,Uo);a € 了 是 _ 族 拓扑 s 间 ， 上 映射 f :5 一 To,a eTKk= {fo;ae 了 TT}. 依照 上 
， 同 样 可 以 在 9 上 定义 弱 拓 扑 ， 由 此 可 以 产生 乘积 空间 上 的 拓扑 ， 即 所 谓 乘 积 拓扑 . 
设 {(Sa,74);a € 71} 是 一 族 拓 扑 空 间 ， 考 虑 之 黎 卡 尔 积 


S=]]s. ={tzuia TizZa € Sa,a ET}. 


CE 了 


5 称 为 {Suia e 站)( 或 {54}aer) 之 乘积 空间 . 5 中 每 个 元 x = {za;a e 1} 可 以 看 作 工 上 
函数 ， 即 对 每 个 we 1， z(a) = za € Sa . 这 里 zu 称 为 元 z = {xa;a € 1} 之 第 a 个 分 量 . 
{ZXa;Q es 了 } 有 时 也 记 作 {za}aer . 

对 每 个 we 了 ， 可 以 定义 从 3 到 sa 的 映射 PP : {zp; 8 € 了 忆 za， 通常 称 为 到 5。 的 
射影 . 

定义 I.2.2 来 积 空间 9 = I Sa。 上 的 由 射影 族 {Py;a e 1} 决定 的 弱 拓 扑 ， 即 使 每 个 映 


射 P :5 一 So 郝 连 续 的 最 弱 扰 扑 ， 称 为 {Ts;a ET 了 } 上 的 乘积 拓扑 ， 记 作 Ee J 


今后 在 乘积 空间 上 总 是 赋予 乘积 拓扑 ， 由 命题 2.1 可 见 ， 所 有 形 如 Op Pe (Us) (其 中 ， 
五 是 工 之 任何 有 限 子 集 ，Va s 76) 的 集合 是 乘积 拓扑 的 拓扑 基 . 

注意 ， 在 上 述 集 合 中 的 每 个 元 {xa;a & 了 只 有 有 限 个 坐标 za,a e 了 受到 限制 ， 要 求 在 
集合 P (Ca) 中 ， 其 余 的 坐标 za,a & 环 是 很 自由 的 ， 可 以 取 遍 整个 Se ， 因 而 每 个 拓扑 基 中 
的 元 都 是 很 “大 ”的 . 作为 弱 拓 扑 的 一 个 例子 都 是 在 本 科 泛 函 分 析 中 学 过 的 序列 弱 收 敛 概念 . 

设 XL 是 复 可 分 的 Hilbert 空间 ， 具 有 内 积 (,) . 设 zn E XH,n = 1,2,… . 如果 对 任何 
EM 都 有 (zy) 一 (zy) ， 当 一 co ， 则 称 {xn} 序列 弱 收 合 于 xz .由 著名 的 Riesz 表 
示 定 理 ， 这 实际 上 说 ， 对 KH 上 每 个 连续 线性 泛 函 上， 都 有 f(xn) 一 f(7) ， 当 到 一 co .容易 
看 出 这 样 的 弱 收 敛 实 际 上 是 使 人 上 有 界线 性 泛 函 都 连续 的 最 弱 拓 扑 中 的 收敛 . 

定义 I.2.3 设 好 是 复 可 分 Hilbert 空间 ，H* 是 和 之 对 偶 空间 ，H 上 之 KH* 一 弱 拓 扑 称 
为 H 上 弱 拓 扑 ， 

由 命题 L2.1(b) 可 见 7 上 弱 拓扑 在 0 et 的 邻 域 基 就 是 所 有 形 如 下 面 的 集合 


也 
NO ,Yn; El yn) = {z § ;|(z, yj)| < ej}， 


其 中 n€ IN,y; € Xt,e; > 0,7 = 1,…,n， 是 任意 的 . 由 于 XK 是 线性 空间 ，? 上 弱 拓 扑 在 一 般 
元 ro € KH 的 邻 域 基 是 形 如 下 面 的 集合 
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zot+ N(yi, ,Yn; El **, En) = {zo 二 ZiZEN(O ,Yn; Eel, ,En) 
= {sel — zo)| < ei} 
注意 ， 在 0 点 的 邻 域 基 表达 式 NN(y1,… ,yn; el,… ,En) 中 若 以 yy/sj; 代替 yy,j = 1,…,n ， 则 
它 可 以 表 成 
NO , Yn) = {xz EH;|(z,y;)| < 1}. (2.1) 
因此 ，0 点 的 邻 域 基 由 所 有 的 形 如 (2.1) 式 的 集合 组 成 ， 以 后 常 以 这 种 形式 给 定 邻 域 基 . 
命题 I.2.2 XK 中 序列 {Zn}%21 按 弱 拓扑 收敛 于 x 当 且 仅 当 对 任何 yy € TH, (zn,y) 一 
(x,y) . 
证 明 “过”. 对 任何 ye Xt,e > 0,0={z;|(z 一 2, 四 <e} 是 z 的 一 个 弱 拓 扑 令 域 ,于 
是 存在 自然 数 W , 当 n>N,zn EU. 即 |(zn,y) (2,9)|=|(zn — 2, <e. 
反之 ， “< ”. 设 V 是 z 的 任何 一 个 弱 拓 扑 的 令 域 ， 由 弱 拓 扑 邻 域 基 构造 ， 存 在 W < 
H,e; > 0,7==1,…,m. 使 x 十 NN(yi,…,yn;E1,…,En) CV 由 假设 (zn,y;) 一 (zy = 
1,…,m ， 存 在 自然 数 W ,使 当 n > N 时，|(zxn,yj) 一 (z,y7)| < ss 二 1,…,m .从 而 当 
n> NN,zn EX+N(y,… ,Vn;el,"…,en) CV .由 此 ， 按 弱 拓 扑 x 一. 0 
尽管 有 这 样 的 等 价 关 系 , 但 刻 划 弱 拓 扑 的 收敛 不 只 是 序列 收敛 , 而 是 一 种 新 的 收敛 即 所 
谓 网 的 收敛 . 


I.3 网 与 收敛 


在 度量 空间 中 , 序列 的 极限 足以 刻 划 聚 点 ， 闭 集 等 拓扑 对 象 . 但 是 在 一 般 的 拓扑 空间 中 ， 
仅 有 序列 的 极限 是 不 够 的 ， 需 要 引进 网 及 其 收敛 概念 . 

定义 I.3.1 设 (5,T) 是 拓 提 空间 ，A C65,zE5 称 为 4 之 聚 点 ， 如 果 Z 的 任何 邻 域 中 
均 有 4 中 异 于 z 的 点 . 用 A' 表示 4A 之 全 体 聚 点 的 集合 . 

包含 4 之 最 小 闭 集 ， 即 包含 4 之 所 有 闭 集 的 交 ， 称 为 4 之 闭 包 ， 记 为 A. 

命题 I.3.1 ze4 当 且 仅 当 zE4 或 ZE4'. 


证 明 ”全 知 不 然 ， 存 在 z 之 开 邻 域 忆 使 Zn4=0,， 即 4CUc. 而 U° 是 闭 集 ， 故 
4CUce. 但 zg&Te, 故 z&4， 与 假设 矛盾 . 

夺 若 不 然 ，z 和 4 . 于 是 存在 闭 集 , 使 4C 下 ,但 z&R .这样 zeFe， 但 天 是 
开 集 ， 且 4nFe =10 ， 于 是 z 不 是 4 之 聚 点 ， 又 x 4 4 ， 和 假设 矛盾 . 2 

由 命题 I.3.1 可 知 : 

1 4=4uU4'; 

2 集合 王 是 闭 集 当 且 仅 当 包含 它 的 所 有 聚 点 . 
由 数学 分 析 和 实 变 函 数论 知道 ,在 度量 空间 中 有 z 是 集合 4 的 聚 点 当 且 仅 当 存在 序列 {zn}? C 
A\{z} ,使 zn 一 xz .但 在 一 般 的 拓扑 空间 中 ， 此 事 不 真 ， 主 要 是 必要 性 不 成 立 . 


例 I.3.1 设 5= [0,1] ,考虑 的 5 子 集 类 T= {GC 5;S\G 是 有 限 或 可 数 }U {0}. 
易 见 了 7 是 3 上 一 个 拓扑 . 仿 4 = [0,1) ，z = 1. 容易 看 到 1 的 任何 邻 域 不 可 能 只 由 1 组 
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成 ， 必 包含 4 中 的 点 , 故 z=1€ 4 ,但 4 中 任何 序列 {zr}?21 不 能 收敛 到 1. 事实 上 , 令 
G=S\{zmwn=1,2,…} . 则 G 是 开 集 ， 且 1eG, 但 G 不 包含 中 {zw}21 任何 一 点 ， 因 而 
zn 不 收敛 到 1. 


例 I.3.2 (von Neumann 的 例子 ) “对 每 个 固定 自然 数 上 ， 及 所 有 自然 数 交 > 大 ， 取 六 中 


元 
(人 = {0,.…:,0,1,0,...,0,k,0,...}, 


其 中 1 是 第 个 坐标 , 而 是 第 nn 个 坐标 , 令 44 = {29;n > 有司 ,4 = As .注意 |z 名 | = 
VIT 民 ,k= 1,2,…. 这 样 ，4 中 任何 有 界 序列 一 定 包含 前 有 限 个 4x 中 . 例如 , 若 {2}21 C 4 
满足 | < N ，NN 是 自然 数 ， 则 4 &.U, A ，j = 1,2,…。， 这样 存 在 某 个 4 ， 包 含 无 穷 
多 个 二 ， 而 这 无 穷 多 个 5 之 第 i 个 坐标 全 为 1 ， 这样 {2)} 不 可 能 序列 弱 收敛 于 0 .我们 知 
道 ，Hilbert 空间 任何 弱 收敛 序列 都 是 有 界 的 ， 于 是 这 证 明 4 中 任何 序列 都 不 可 能 弱 收敛 于 0 
. 但 是 0 却 是 4 之 弱 聚 点 ， 即 弱 拓 扑 下 聚 点 ， 
事实 上 ， 由 $12 ， 0 点 的 每 个 弱 拓扑 中 的 邻 域 都 包含 如 下 形式 的 集合 
NO ym) = {2 € Bl(2,W)| <1}, 
其 中 色 = {m 站 名 1 e 避 .于 是 lim n= 0,j = 1…,m. 这 样 , 一 定 有 自然 数 忆 ,及 n>， 
使 
[or 3 sd yh 


于 是 
(zy) = nF pn) < n+ ln) < 1,7 = 1 ,im. 
从 而 xz 四 < N(y,…,ym) ， 即 0 是 4 之 弱 聚 点 ， 但 是 0 不 能 用 4 中 序列 来 刻 划 
定义 I.3.2 设 (1,>) 是 部 分 有 序 集 . 如 果 对 任何 a,BET, 都 有 +TET, 使 ?>oa7Y>D， 
称 (六 >) 是 有 向 集 . 
从 有 向 集 工 到 拓扑 空间 5 的 映射 +:am za 一 z(a) ， 称 为 58 中 网 (net) ， 记 为 {za;a € 
站)( 或 {za}ae7) 


自然 数 集 按 通常 的 序 是 有 向 集 ， 定 义 在 自然 数 集 上 的 网 就 是 普通 的 序列 ， 即 序列 是 特殊 
的 网 ， 实 数 集 到 按 通 常 序 也 是 有 向 集 ， 根 据 到 的 序 可 以 将 R? 作成 部 分 有 序 集 . 

事实 上 , 对 (zi,yi) € 到 ,= 12 定 义 其 序 为 (zu 帮 ) > (xz2,92), 当 zi1> zx2, 且 > 如 . 
按 这 个 序 ， 到” 也 是 有 向 集 . 

接着 这 个 方法 ， 可 以 将 任何 两 个 有 向 集 之 笛 卡 尔 积 定义 为 一 个 有 向 集 ， 设 ( >), ( 岂 >) 
是 两 个 有 向 集 ， 在 箔 卡尔 乘积 K = 了 x J 中 定义 乘积 序 如 下 : 对 (DO),(a ,0O) eK,， 
(a,8) > (a ,8B)， 当 Qa>oa 且 6 > PB ， 易 见 ， 按 这 个 乘积 序 ，(K,>) 成 为 有 向 集 ， 记 为 
(K,>) = (71,>) x (J,>). 

设 (5S, 了 ) 是 拓扑 空间 ， zo & S$， 大 U(xzo0) 表示 zo 的 全 体 邻 域 之 集合 ,容易 验 证 按 集合 
包含 关系 (对 U,V EU(zo),V >U， 阁 VCU ) 成 为 一 个 有 向 集 ， 特别 ， 若 UL(zo) 表示 zo 的 
邻 域 基 ， 则 WU(zo) 按 集合 包含 关系 也 成 为 有 向 集 . 根据 选择 公理 ， 对 每 个 UE U(zo) ， 可 以 取 
定 一 个 zv EU ， 则 {xvu;U EU(zxo)} 便 是 5 中 一 个 网 . 
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定义 I.3.3 拓扑 空间 9 中 网 {za;a ET 了 称 为 收敛 到 xXE5， 如果 对 任何 UEU(z) ， 存 
在 BET, 使 YaEU，, 当 Qa>B. 记 为 Ya 一 X ,或 limzxza= 二 人 x. 


从 字面 上 看 ,网 的 收敛 和 序列 的 收敛 是 没有 不 同 , 事实 上 差异 很 大 . 一 个 序列 {zn}?21 收 
敛 到 一 点 zx ， 则 对 z 的 任何 邻 域 Z ， 序 列 中 只 有 有 限 个 点 不 在 该 邻 域 中 . 但 网 {za}aer 收敛 
于 2z 则 不 同 ， 对 z 的 任何 邻 域 ， 网 中 都 可 能 有 无 穷 多 个 点 不 在 该 邻 域 中 ， 因此， 收敛 的 序列 
一 定 是 有 界 的 ， 而 收敛 的 网 却 未 必 有 界 . 

可 以 证 明 : 拓扑 空间 9 是 Hausdorff 空间 当 且 仅 当 S 中 任何 收敛 的 网 的 极限 都 是 唯一 的 . 

定理 I.3.2 设 (S,.7) 是 拓扑 空间 4CS zeS， 则 xEA' 当 且 仅 当 存在 AN {z} 中 
网 {zuiaeE 刀 收敛 于 7 . 

证 明 必要 性 ， 任 给 Ue WU(z) ， 由 聚 点 定义 ,存在 xv e AN {xz}*, 使 xv e U . 由 前 述 
U(z) 是 有 向 集 ， 这 样 我 们 得 到 4\ {z} 中 网 {zv}veu(z) ， 它 收敛 于 x ， 事实 上 ， 任 给 z 之 邻 
域 V, 则 VeU(x), 当 UeEU(z), 且 UVU>V 时 ,UCV. 从 而 xvEeEUCV, 即 xv 一 7. 

充分 性 ， 设 了 是 z 之 邻 域 ， 由 于 AN {xz} 中 网 {za}aer 收 合 于 x ， 存在 ao ET 了 ,使 
a>oao, Za EV .特别 za。eEV， 且 xoo 关 XxX， 故 2z 是 4 之 聚 点 . 2 

推论 I.3.3 ze4 当 且 仅 当 存在 4 中 网 {fzuiawe 刀 收敛 到 7z . 

证 明 ”由 命题 L3.1 和 定理 L.3.2 可 得 必要 性 .至 于 充分 性 , 车 ze 4,， 则 ze 4; 若 
x4 4 ，A 中 网 {za;a ee 了 亦 即 AN {xz} 中 网 ， 由 定理 1.3.2 可 知 ze A, 亦 有 zeA. 2。 

命题 I.3.4 设 5,T 都 是 拓扑 空间 ，: 5 一 了 是 映射 则 上 是 连续 的 当 且 仅 当 对 任意 
zo ES5S 和 收敛 于 zo 的 网 {Ta;a EJ}，{f(za); ae 人 都 是 工 中 收敛 于 f(z0) 的 网 . 

证 明 必要 性 , 设 {za;a € 外} 是 5 中 网 收敛 于 xz， 易 见 {f(za); as /是 工 中 网 ， 而 
且 收 敛 到 f(z) ， 事实 上 ， 任 给 f(x) 开 邻 域 V ， 由 了 连续 性 ， 广 !(7) 是 x 开 邻 域 ， 于 是 存 
在 6e J 了 ,使 Ya€ fi(V), 当 a>6, 即 f(za)eEV，, 当 a>6. 可 见 {f(za);ae 了 收敛 
到 f(z) . 

充分 性 , 由 定理 L.1.1 , 只 须 证 , 对 了 中 任意 闭 集 玉 ， 广 :PR) 是 5 中 闭 集 . 而 欲 证 广 :(F) 
使 是 闭 集 , 只 须 对 广 :(P) 之 任何 聚 点 zo , 都 有 zo € 广 :OP . 由 定理 1.3.2 ,存在 广 :(P)n{zoj 
中 网 {xza}aey 收敛 于 zo . 由 假设 {f(za); ae 林 收 敛 到 f(z0), 而 f(za)eE 了 Ff,aEJF 了 是 
闭 集 ， 故 f(z0)eE 下， 从 而 zo € 1 (F). ? 

定理 I.3.5 设 {9ui ae 了 刀 是 一 族 拓 扑 空 间 ， 则 乘积 空间 9 = [[ Sa 中 网 {zei Oe J 

CE 了 
按 乘 积 拓 扑 收敛 到 Z 当 且 仅 当 对 所 有 a € 7 zp(a) 一 Z(a) . 

证 明 必要 性 ， 在 乘积 空间 中 ， 对 每 个 ae 1 ， 射影 已 : 5 5。 是 连续 的 ， 于 是 由 全 
题 1L3.4 ， 当 {zp; Be 覆 收敛 到 x 时 ，{Ps(zp)}pey 收敛 到 Ptz) ， 即 {ze(a; 0e 让 收敛 
于 z(a) . 

充分 性 ， 设 V 是 z 之 邻 域 ， 由 乘积 拓扑 定义 ， 存 在 dl, …,，, anw ET， 使 


U = 六 Pal (Ue) CV (De EUe(o)) =12 pm 
J 三 


注意 ze(aj) 一 zx(Qj), j= 1, “nn. 于 是 必 有 Dj € J j=1， “,， 使 ze(aj) € Usa, ; 当 
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有 >D = 了 四 由 J 是 有 向 集 ， 可 取 BEJ， 使 8 > Di j=1,， “i 则 


Zp(aj) EUai j=1,.…, n, >P 
即 
zp EU = 0 {Py, (ah Da EU(z(aj))} CT， 当 6 > 厅 . 
这 说 明 {ze;i Be J} 收敛 于 区 . 8 


回忆 度量 空间 妨 ” 中, 一 个 有 界 序列 未 必 收 敛 , 但 一 定 有 收敛 子 序列 ,换言之 ,这 个 序列 
有 聚 点 .现在 对 一 般 拓扑 空间 中 的 网 ， 也 有 如 下 概念 . 
定义 I.3.4 设 5 是 拓扑 空间 ，{zajaey 是 S 中 网 XE€5. 如 果 对 2 每 个 邻 域 [ 和 每 
个 GeEJ,， 者 有 aEJ, 使 a>P 且 xaEU，,， 称 Xz 是 {xa; Qa EJ} 网 的 聚 点 . 
显然 ， 知 网 {Xa}aer 收敛 到 x ， 则 z 必 是 这 个 网 的 聚 点 .反之 ,大 zx 是 网 {za}aer 之 聚 
点 ， 该 网 未 必 收 敛 到 > . 
注意 ， 网 {za; a e 刀 的 聚 点 与 作为 9 之 集合 的 {za; a & 1} 聚 点 不 是 一 回 事 ， 例 如 ， 
{za = Q; a € 臣 } 是 拓扑 空间 到 中 一 个 网 .作为 网 ， 它 没有 聚 点 . 事实 上 ， 对 任何 ao 了 到， 
取 (ao 一 1 Qo 十 1) 为 ao 之 邻 域 . 6=ao+2e 取 ,， 则 当 aw>p zae=ag&(ao 一 1 ao 二 l)， 
所 以 ao 不 是 网 {xa = ai a E 下 } 之 聚 点 . 但 是 作为 集合 ，{za = ai a es 取 } 就 是 实数 集 玛 ， 
有 无 穷 多 个 聚 点 . 又 比如 到 中 网 {1，2，1，3, …'} 有 唯一 聚 点 ， 即 1 ， 但 是 作为 集合 ， 它 是 
体 自 然 数 ， 没 有 聚 点 . 
为 了 刻 划 网 的 聚 点 需要 引进 所 谓 “ 子 网 ”的 概念 . 这 是 一 个 比较 难 掌握 的 概念 
定义 I.3.5 设 5 是 拓 提 空间 ， {za; Qa E 卫 ,{ye; 6 € J} 都 是 5 中 网 ， 如 果 存 在 映射 
五 : IT 一 ， 使 : 
(a) Za 二 Yr(a) 对 每 个 we. 
(b) 人 有 a ETI, 使 F(a)>P 当 a>a， 
则 称 {za; aE 了 是 {ye; BE 之子 网 . 
注 记 (a) 网 和 子 序列 的 概念 不 同 ， 序 列 的 子 序列 仍 定 义 在 同一 个 有 向 集 上 ， 即 自然 数 集 
上 ， 但 子 网 和 原来 网 一 般 来 说 定义 在 不 同 的 有 向 集 上 . 
(b) 若 令 了 = {f(a); a € 站 ， 则 7 是 之子 集 ， 按 .7 的 序列 也 成 为 一 个 有 向 集 : 对 
F(ai1), F(a2)eEJCJ, 有 BEJ 使 8 > F(ai), 且 V8' > (a2)， 由 子 网 定义 , 存在 a ET， 
使 下 (oO) 8 ,从 而 Fla E77, 且 F(a)> 了 F(a),F(a)> 了 (a2) 称 为 J 之 有 向 子 集 . 
(c) 有 向 集 了 之 有 向 子 集 KK 称 为 与 7] 共 尾 , 如 果 对 每 个 8€ 了 ,都 有 YEK, 使 Y>8. 
易 见 (b ) 中 的 .与 7 了 共 尾 . 
(d) 下 是 从 有 向 集 了 到 有 向 集 7 的 映射 ， 但 它 未 必 保 序 ， 也 不 一 定单 射 . 


(e) 序列 的 子 序列 也 是 这 个 序列 的 子 网 , 但 序列 之 子 网 未 必 是 序列 , 更 谈 不 上 是 子 序列 了 . 
设 {yw}21 是 序列 ， 取 了 工 = [0. co) ， 定 义 


Xa=Yyn, 当 aElno1,n),n=1,2,3,..: 
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则 {za; a €E 1} 是 {yn}?21 之 子 网 但 不 是 子 序列 . 

全 若 3 是 Hausdorf 空间 ， 则 收敛 网 的 任何 子 网 也 是 收敛 ， 而 且 极限 相同 . 

设 {ye; ge J 是 5S 中 网 收敛 于 y， 又 设 {ra; aEn 是 {yp; Be 本 之 子 网 , 若 耻 是 y 
之 任何 邻 域 ， 由 ys 一 y， 存 在 8€ J 了], 使 ys EV 当 8> 厅 .由 子 网 定义 ， 存 在 os7T,， 使 
F(a)>B, 当 a>a .从 而 za=Vyr(o)EV, 当 a>a. 即 za 一 y. 由 5 是 Hausdorff 空 
间 ， {zxaj}aer 收敛 的 极限 是 唯一 的 . 

(8) 若 {za; a En 是 {ye; 8 € J 之 子 网 {ye; 8&€ J 是 {2 YEK} 之 子 网 则 
{za; a EN 是 {2%5; YE 天) 之子 网 . 

定理 I.3.6 设 {ye; Be J)} 是 拓扑 空间 5S 中 网 ， zoES. 则 zo 是 {ys; PE J)} 之 聚 点 
当 且 仅 当 存在 {ya; De J} 之 某 个 子 网 {za; a ET 了 收敛 到 0 ， 


证 明 充分 性 . 设 U 是 zo 邻 域 , 由 za 一 zo，, 存在 a eT, 使 vweU, 当 a>a. 
又 {za; a E 了 是 {ys; 6& 之 子 网 存在 映射 : I 一 了 ,对 VE J 了， 存在 a eT 了 ,使 
F(a)>8 ， 当 a>a”. I 是 有 向 集 ， 存在 Ges7T, 使 43>a’, 且 &4>oa ,于 是 F(a)>pP 
且 yra) = 二 Za EUV， 可 见 xo 是 {ya; 0ey 之 聚 点 ， 

必要 性 . 设 U(zo) 是 zo 之 邻 域 基 ， 考 虑 乘积 有 向 集 . 


K=JxU(zo)={(6, U); BE J, U EU(ro)}. 
了 表示 如 下 定义 的 到 之子 集 
T={(6, U); Be J, Ueu(ro), Hye EU}. 


首先 ， 了 是非 空 的 , 取 UeEU(zo), PE J 由 zo 是 {ye; be 之 聚 点 ,在 在 ev ， 
使 >8 且 ws ,， 则 (6 U)eT. 

其 次 ， 工 按 乘积 序 是 有 向 子 集 , 若 (0 DC)， (Bz, U2) sT， 则 必 有 Be ,使 ?> 访 ， 
且 6>6。, 叉 有 UEU(xo) ,使 UCcUINU2， 由 wo 是 {ys :Be J)} 之 聚 点 ， 存 在 Ye J， 
使 Y>6 且 yyeU, 于 是 (y, U)eT, 而 且 (, UV)> (8;, UV;), j=1,2. 

定义 映射 x(6,v) = ys， 当 (8, 0) eT. 易 见 {zcg,v) = : (9 U)e 中 是 5 中 网 , 且 
是 {ys; 8 e J 了} 之 子 网 ， 事 实 上 ， 若 令 下 : IT 一 J 为 FU U0))= 8. 则 zg,v) = ys = 
yF((8,U)). VB EJ, 取 EU(zxo) ， 由 聚 点 定义 ， 存 在 fi sy ,使 记 >8 且 ys. 
则 aa=(6 UV)eT. 当 a= (6,U)>a, PB>P,UVUZ>UO, 于 是 F(a)=B>Bi>PB ， 所 以 
{Za; Qa € 了 是 {ye; Be 之子 网 . 

又 根据 {za; a e 了 之 选取 ， 有 xa 一 zo . 事实 上 ,对 zo 任意 邻 域 V， 有 UV EU(z0)， 
使 UcV, 取 定 BeJ7, 存在 HEJ, 使 8>B 且 ys EV, 则 a =(0 UV")eTI. 当 
a=(8, VU)>a=(8, UV), B>P,U>UV .于 是 xa=ysEeEUVUCU ECV. < 


I.4 紧 拓 扑 空间 


设 5 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 ，X 中 一 族 开 集 {Ga}aea 称 为 9 的 一 个 开 履 盖 ， 如 果 


A Co 2 3. 如 果 B CA， 且 Us, Ga 2 35, 则 称 {Ga}aeg 为 {GujaeA4 的 一 个 子 覆盖 . 
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定义 I.4.1 设 (X,T) 是 拓扑 空间 ， 9 C X 称 为 紧 的 ， 如 果 9 的 任何 开 禾 盖 都 有 一 个 有 
限 的 子 禾 盖 . 如 果 六 本 身 是 紧 的 ， 则 称 X 为 紧 拓 扑 空间 . 如果 Vx EX ， 都 存在 z 的 一 个 紧 
邻 域 ， 则 称 XX 为 一 个 局 部 紧 的 拓扑 空间 . 


大 家 知道 ， 在 下 ”中 有 界 闭 集 都 是 紧 的 ， 而 到” 本身 不 是 紧 的 ， 但 它 是 局 部 紧 的 ， 一 个 
拓扑 空间 是 不 是 紧 的 是 非常 重要 的 . 在 度量 空间 中 紧 与 自 列 紧 是 等 价 的 (一 个 集合 称 为 自 列 紧 
的 ， 如 果 其 中 任何 序列 都 有 收敛 于 该 集合 中 元 的 子 序列 ) . 

例 I.4.1 取 普 通 闭 集 XC [0,1, n==1,2,…， 当 m 了 nn 时， 把 Xn, Xm 是 视 为 不 同 直 
线 中 之 集合 ， 考 虑 不 交 并 XX， Xs。. 在 六 中 令 

ve- 人 当 zy 属于 同一 个 XX; 
1, 当 z, y 不 属于 同一 X,. 
则 (X,p) 是 一 个 完备 的 度量 空间 ， 从 而 是 一 个 拓扑 空间 .又 X 的 子 集 G 是 闭 的 < GN Xn 
是 闭 的 ， Vn = 1 2……. 

在 这 节 总 假定 所 论 拓扑 空间 是 Hausdorf 空间 . 大 家 知道 ， 下” 中 一 个 集合 是 紧 的 当 且 仅 
当 该 集合 中 任何 序列 都 有 子 序列 收敛 于 该 集合 中 的 菜 点 .这 个 结果 在 一 般 度 基 空 间 中 也 是 对 
的 ， 但 是 到 了 一 般 的 拓扑 空间 变 成 如 下 形式 定理 . 

定理 I.4.1 (Bolzano-Weierstrass) 设 X 是 Hausdorff 拓扑 空间 ， SCX. 则 9 是 紧 的 
当 且 仅 当 3 中 每 个 网 孝 有 子 网 收敛 于 3 中 某 点 〈 即 每 个 网 都 有 聚 点 属于 3 ). 

证 明 ”充分 性 . 用 反 证 法 , 设 U 是 5 之 一 个 开 覆 盖 ， 没 有 有 限 子 覆盖 ZX 的 有 限 子 
集 的 全 体 记 作 9 〈 即 中 每 个 元 都 是 U 的 有 限 个 集合 )， 则 按 包含 关系 9 成 为 一 个 有 向 集 . 
va 一 {G1,…, Gm} es 9, 它 不 能 覆盖 5, 必 有 zae 3 ,使 za。gU Gi. 于 是 {zo; we9} 是 
S 中 一 个 网 ， 由 假设 , 它 有 子 网 收敛 于 5 中 某 点 ， 即 {za; < 9} 有 聚 点 属于 3， 记 为 x. 因 
U 覆盖 5 , 必 有 UeU, 使 zeU. 注意 {U0}e9， 由 聚 点 定义 , 存在 5={G :…, Gh}eg9 
使 8> {0}, 且 zp eV. 又 由 9 中 序 定义 ，{0} Cc {G4,…, G4}. 这 样 zp eVcU 6G， 
这 和 zp 选取 矛盾 . 

必要 性 . 也 用 反 证 法 , 设 {ys; 8 & 是 5 中 网 , 假若 它 无 子 网 收敛 于 5 中 某 点 ， 即 没有 
聚 点 属于 3 . 于 是 对 任何 zs 9 ,存在 开 邻 域 Us 及 as sy ,对 一 切 a > az ,都 有 ye 和 Ta 
但 {Us; ze 5S} 覆盖 5S， 由 S 是 紧 的 ,存在 有 限 子 覆 盖 , 不妨 设 为 Us,,.…,， Us. J 是 有 向 集 
， 取 QaoE J 了 ,使 Qo> Qj, j=1,…,n. 从 而 yoo ¢ Uzj, j=1,.…, nN. 这 样 yan ¢ U,V, ， 
与 Vo, …, Uz 覆盖 5 矛盾 . 2 

命题 I.4.2 (a) 紧 拓 扑 空间 的 闭 子 集 还 是 紧 的 ， 

(b) 紧 集 在 连续 映射 下 的 象 还 是 紧 的 . 

证 明 (a) 设 3 是 紧 拓 扑 空 间 ， 了 是 5 之 闭 子 集 ， 根据 定理 1.4.1， 为 证 是 紧 的 只 须 
证 下 中 任何 网 都 有 子 网 收敛 于 丰 中 某 点 . 设 {yp; Ps 由 是 刁 中 网 ， 当然 也 是 3 中 网 , 因 5 
是 紧 的 ， 由 定理 14.1 ， 存 在 收敛 子 网 {za; a e 了 }. 设 za 一 +， 因 下 是 闭 集 , 故 zeE 了 .于 
是 {za; qe 了 在 五 中 收敛 . 

(b) 设 了 是 紧 集 ，f : 5S 一 了 是 连续 映射 ,为 证 f(F) 是 紧 的 ， 只 须 证 f(f) 中 任何 
网 都 有 子 网 收敛 于 f( 了 ) 中 某 点 , 设 {yp; 8 < 肖 是 JP) 中 网 ， 由 选择 公理 ,可 取 zp € 
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fi(ye)Nn Ff vBeE J 了 J， 则 {zp; 6€ 省 是 fF 中 网 因 了 是 紧 的 ， 有 子 网 {wa; a e 了 收敛 于 
wEPR, 令 za=f(wa), qeET. 则 {za; aeE 了 是 {ye; ge 之 子 网 ， 了 是 连续 的 ， 由 命题 
I3.4，{fzai ae 了 收敛 于 /oo) e FF) . 

推论 I.4.3 设 3 是 紧 拓 扑 空 间 ， 是 9 上 连续 实 值 函数 ， 则 在 9 上 能 达到 最 大 值 和 
最 小 值 . 

证 明 由 命题 L.4.2(b) ，f(S) 是 到 中 紧 集 ， 当 然 就 有 最 大 值 和 最 小 值 . 

命题 I.4.4 设 5 是 Hausdor 人 ff 空间， 4 是 SS 之 紧 子 集 ， 则 4 是 闭 的 . 

证 明 设 ze4 ,由 推论 I3.3， 存 在 4 中 网 {za; a Ee 了 收敛 于 x 因 4 是 紧 集 ， 故 
{zxa; a E IT} 有 收敛 于 4 中 某 个 元 y 之 子 网 {ye; 6e 由. 因 5 是 Hausdorff 空间 ，ye 一 x. 
从 而 z=ye A ， 故 4 是 闭 集 . 2 

在 非 Hausdorf 空间 中 ， 紧 集 未 必 是 闭 集 . 

例 I.4.2 设 S={1, 2, 3, …}. 定义 5 中 开 集 为 {kk 十 1, 二 2 .小 大 二 1 2,.… 及 空 
集 , 所 有 这 样 开 集 生 成 的 S 上 拓扑 空间 不 是 Hausdorff 空间 . 包含 1 的 开 集 一 定 包 含 2. 故 1 与 
2 不 能 被 不 相交 开 集 分 开 . 子 集 4 = {1, 3} 是 紧 集 , 但 不 是 闭 集 , 因为 其 余 集 4° = {2, 4, 5, …} 
不 是 开 集 . 

命题 I.4.5 设 5, 了 都 是 紧 Hausdorff 空间 ，f: 3 一 全 是 连续 的 双 射 ， 则 f 是 同 胚 . 

证 明 只 须 证 明 了 是 开 的 ， 因 为 上 是 双 射 ， 只 须 证 对 5 之 任何 闭 子 集 ff f(f) 是 工 之 闭 
子 集 . 因 5 是 紧 的 ， 互 也 是 紧 的 ,由 命题 L4.2 之 (b) ， FF) 是 了 之 紧 集 ， 又 全 是 Hausdorff 
空间 ， 故 f(f) 也 是 闭 的 . o 

定理 I.4.6 设 久 是 Hausdorff 空间 ， {Kajaeh 是 居中 一 族 紧 子 集 ， 车 i Ka =0, 
则 存在 A 之 有 限 子 集 Ao 使 Nh Ka =0. 

证 明 设 Vo = Ks，Va EA4, 则 Vs 是 开 集 ,由 0 Ka=0， Ui eT 
取 定 ao E 4 ， 则 {Va}aea 是 Ka。 的 一 个 开 覆 盖 . 又 由 于 Ko。 是 紧 的 ， 故 存在 有 限 子 履 盖 
{Voa, Vas, A Vo,,} * 即 

Kos CU Va,. 
二 
从 而 VUVaU…UWV,= 关 . 故 
NN Ka, =0. 
7=0 
取 .4o = {Qj}321 即 可 . 0 

定理 I.4.7 设 久 是 Hausdorf 企 空间 ， KK CX，K 是 紧 的 ，p 4 K . 则 存在 开 集 U,V 使 

p€EU, KcV, EUNV=0. 

证 明 设 ge KK ， 则 g 关 pbp， 因为 X 是 Hausdorff 空间 ， 所 以 存在 开 集 Us 和 Vv 使 

peUsg, geW, HUNVW=0. 
这 样 , {WV : gE K} 是 K 的 一 个 开 覆 盖 .由 于 K 是 紧 的 , 故 有 有 限 子 覆盖 {Vy, Vays, …, Vy,,}. 


今 


则 UV 和 V 即 为 所 求 . ? 
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定理 I.4.8 设 久 是 Hausdor 人 ff 空间， 成 CX 部 是 紧 的 ， 且 FNK 一 0 ， 则 存在 开 集 
U,V 使 
FcU, KcV, EUNV=0. 
证 明 Yz ef， 根据 定理 I.4.7 ， 可 取 开 集 U 和 Vi 使 
reU:, KCV;:, HUNV,=0. 
这 样 ， 得 到 F 的 开 和 覆盖 {Us : Ze Ff} .由 于 了 是 紧 的 ， 故 存在 有 限 子 覆盖 {Ui}?21 . 令 
U = 局 Us , V = Vi . 
那么 U,V 都 是 开 集 ，fcCU, KCV, 且 
Unv=0 (Vor N (A, Vi,)) dt (Us NV) = 六， 0 


定理 I.4.9 设 和 是 局 部 紧 的 Hausdor 任 空间 ， 天 是 紧 集 ，U 是 开 集 ，K CU . 则 存在 

开 集 VV 具有 紧 闭 包 六 使 
KcVcVeU. 

证 明 因为 X 是 局 部 紧 的 ，vzx e KK ,存在 具有 紧 闭 包 的 开 邻 域 V ， 这样 得 到 K 的 开 
覆盖 {Vi : x € K} .由 于 是 紧 的 ， 存 在 有 限 子 覆盖 {Vo}?21 . 守卫 记 ;)\U .注意 
到 ， UW 是 紧 子 集 ,而 是 它 的 闭 子 集 . 故 下 是 一 个 紧 子 集 易 见 ，FNK =0 .根据 定 
理 1.4.8 ， 存 在 开 集 W, 0 使 

KEC 了 到，FcoO,， 且 三 nO=1. 
令 V=WN(U Wo)NG. 那么 V 是 开 集 ， 天 CY ，YrzeT, 由 于 7Cc 丽 cQe，zg&Q. 


rel VN)NF°=(U VINUU(Y VcU. 


1 了 2 了 


故 
VeoU. 
此 外 ，V CU 殉 ;， 故 是 紧 的 . o 
命题 I.4.10 设 {5i}?_1 是 兄 个 紧 拓 扑 空间 ， 则 3= I] .8 关于 乘积 拓扑 是 紧 的 . 


1<i<n 
证 明 由 定理 I4.1， 只 须 证 5 中 任何 网 都 有 收敛 子 网 . 设 {za; a e 了 是 5 中 网 ， 其 中 
Xa = (Za(1), Za(2), ,Ta(n)), Zal(i) €E 5i, i=1,…, Nn. 因 S51 是 紧 的 ，{za(1); a€ 了 TT} 有 收 
敛 子 网 {zr(9)(1); De 站 , 设 zr(6)(1) 一 7X(1) ， 再 看 39? ， 注 意 {zp(61)(2); 0 < 1} 是 
{za(2); a € 了 1} 之 子 网 ， 由 52 紧 ， {zn,(81)(2); B1 € 由 } 有 收敛 子 网 {zp(8,)(2); De J2}， 
设 zy8s(2) 一 z(2) . 注意 {zs(82a)(1); bo € 2} 也 是 {zn(81)(1); B1 € 帮 } 之 子 网 所 以 
收 傅 ， 且 zs(6a)(1) 一 xz(1) .如 此 类 推 , 根据 数学 归纳 法 ， 5 中 存在 {za(n); qe 站 之 
收敛 子 网 {zp,(8,)(n); Bn & Jn} ， 设 zn,(8,)(n) 一 Zn) ， 而 且 对 每 个 i 1<i<n-1， 
{ZB8i)(); Bn € Jn} 亦 是 {za( 让 ; a & 刀 之 收敛 子 网 且 ze 一 Zi . 令 Za = 
(ZB)(1)，……，ZP,(6i)(n))，Bn € Jn， 则 由 定理 13.5 ， {zp(6w); Bn eE 机 } 是 {za; ae 全 
之 收敛 子 网 ， 故 5 是 紧 的 . 2 
这 个 结果 可 以 推广 到 任意 多 个 紧 拓 扑 空 间 的 乘积 空间 ， 这 就 是 著名 的 TNxoHOB 定理 . 
定理 I.4.11 (TNxoHOB) 设 {Sa}aer 是 一 族 紧 拓扑 空间 ， 则 9 = So 关于 乘积 拓扑 是 
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证 明 可 见 Kelley 的 < 一 般 拓扑 学 六 (中 译本 ) 一 书 . 


I.5 Banach 空间 上 弱 拓 扑 
在 $512 ， 作 为 例子 我 们 曾 看 到 Hilbert 空间 上 弱 拓 扑 ， 现 在 我 们 看 一 般 Banach 空间 上 弱 
拓扑 . 
设 X 是 复 Banach 空间 ， X* 表示 其 对 偶 空间 ， 即 X 上 全 体 有 界线 性 泛 函 集合 
定义 I5.1 Banach 空间 X 上 X*- 弱 拓 扑 ， 即 使 每 个 1E X* 尼 连 续 的 最 弱 拓 扑 ， 称 为 
和 上 弱 拓 赴 ， 记 为 0(X，X*) ， 显 然 弱 拓扑 弱 于 范 数 丘 提 . 
根据 弱 拓扑 邻 域 基 的 构造 ( 见 命题 12.1 之 (b)) ， 所 有 形 如 


于 < 可 


的 集合 构成 X 上 弱 拓扑 在 零点 0 处 的 邻 域 基 ， 其 中 me N, li € X*, 6 >0,1i==1,.…,n 是 
任意 的 ， 注意 1 可 用 liy/sis 代替 ，1 = 1, .…, n， 上 述 邻 域 可 表 成 


NO hn) = {rE X; li(z)| < 1} 


对 任何 ro € XX ， 所 有 形 如 


z+NO In) = 0 {ze X; li(z — zo)| < 1} 


或 
ro t+ Nye, hn, en 1 en) = {2 € X; 一 oo < ei} 

的 集合 形成 zo 处 弱 拓 扑 邻 域 基 . 

在 有 限 维 Banach 空间 ， 弱 拓扑 与 原来 的 范 数 拓 扑 相 同 ， 在 无 穷 维 空间 就 不 一 样 了 . 本 科 
泛 函 分 析 中 学 过 的 序列 弱 收 敛 ， 实 际 上 就 是 序列 按 弱 拓扑 的 收敛 ,证 明 可 按 8 2 Hilbert 空间 
情形 完成 

命题 I.5.1 在 Banach 空间 X 中 ， 弱 拓扑 是 Hausdorff 拓扑 ， 

证 明 设 zo, yo EX, zo 坟 yo ， 由 Hahn-Banach 扩张 定理 ， 存 在 1<eX* ,使 

lxo — yo) =1 且 | = 1 

令 N=ftzeXil(zl<IL2 ， 则 xzo+N ywm+N 分 别 是 zo， yw 之 弱 拓扑 邻 域 ， 但 是 
(zo + N)N (yo +N)=0. 0 

命题 I.5.2 设 {xa; aE 了 是 空间 关中 的 网 ， ZEX， 则 {fzui weE 刀 按 弱 拓 扑 收 敛 于 
ZX 当 且 仅 当 对 任何 1EX*，!(za) 一 1(z) . 

证 明 必要 性 . 由 弱 拓 扑 定义 ,每 个 1s X* 按 弱 拓扑 都 连续 ， 于 是 大 za 一 x 按 弱 拓扑 ， 
则 (zu) 一 7 (z) . 
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充分 性 ， 由 弱 拓 扑 邻 域 基 的 构造 ， 对 z 之 任何 邻 域 VY， 存在 NU …,， 4) = 站 {ye 
X; (< 二 使 z+NGO bo)CcT .由 假设 对 每 个 1 7 = n, 0(za) 一 1z) ， 
于 是 存在 wj, 7 ==1, …, nn 使 


li5(za) 一 Ka < 1, Ya > oy 


了 是 有 向 集 ， 必 有 a ET， 满足 a’ > ah 7 三 1， 四 则 当 aw >a' ， 对 所 有 jj 7 三 |， 0 
都 有 (za) 一 Jj(z)| <1. 即 zeesz+N0 mc 因而 按 弱 拓 扑 ，za 一 7. o 

设 关 是 Banach 空间 ，X* 是 X 之 对 偶 空 间 , 对 每 个 ze ,由 7(z)(f) = f(x), Ye 
定义 的 r(z) 是 X* 上 有 界线 性 泛 函 ， 因 而 7(X) 是 X** 的 子 集 . 

定义 I.5.2 X* 上 使 每 个 7(7),， ZEX ， 连续 的 最 弱 拓 扑 ， 即 r(X)- 弱 拓 扑 称 为 X*” 上 
弱 * 拓扑 ， 记 作 a(X*，X) ， 

由 命题 12.1 (bp) ，0e X* 的 弱 * 拓扑 邻 域 基 由 所 有 下 述 形式 集合 构成 

Ne are os em) = {le X*; ls)| < 2}, 
其 中 mm € NN, zj; € X,e; > 0, j= 1,.…, m 是 任意 的 . 或 等 价 地 由 所 有 下 述 形 式 集合 构成 
Ne ,sm) = 0 {le X"; lz)| < 1}. 
而 对 任何 ioe X* 的 弱 拓 扑 邻 域 基 ， 可 以 由 所 有 形 如 
看 二 WU 一人 < 村 
或 
lo 十 N(xz1, ee 心志 ) = {! EX*; (zx;) 一 lo(z;)| < 1} 
的 集合 构成 . 

这 样 ，X* 上 有 三 种 拓扑 ， 范 数 拓扑 ， 弱 拓扑 及 弱 * 拓扑 . 已 知 弱 拓扑 弱 于 范 数 拓扑 ， 又 
7T(X) CX* ， 所 以 弱 * 拓扑 弱 于 弱 拓扑 ， 当 X 是 自 反 空间 时 ，r(X) = X* ， 弱 * 拓扑 与 弱 
拓扑 重合 . 

大 家 知道 ， 对 无 穷 维 Banach 空间 ， 闭 单位 球 按 范 数 拓扑 不 是 紧 的 ， 下 面 重要 定理 表明 ， 
共 斩 Banach 空间 闭 单位 球 在 弱 * 拓扑 下 可 以 恢复 紧 性 . 

定理 I.5.3 (Banach-Alaoglu) 设 X 是 Banach 空间 ， 则 X* 的 闭 单位 球 (X*)1 = {1 € 
X*; | 冬 二 是 弱 ”* 紧 的 ， 即 是 弱 ” 拓扑 下 紧 集 . 

证 明 对 每 个 ze X, 令 Bs={ 和 EC;|A|<]zl} .显然 Bs 是 C 中 的 紧 集 , 由 TNxoHOB 
定理 ， B= lL B; 按 乘积 拓扑 是 紧 的 . 

区 

设 be B， 则 bs ==b(z)& Bz,Vzx€ 久 ， 即 |6(z)| < zl ， 因而 每 个 pe B 是 满足 如 下 条 

件 的 X 上 函数 
lb(z)| < lzl x EX . 

设 ie (X*)1, 则 I 古 <1, 从 而 |7z)| < zl < zl, Yz e 关 . 因而 1E B. 所 以 (X*)i 
是 B 之 一 个 子 集 (X*)1 C B. 注意 已 上 的 乘积 拓扑 了 是 使 每 个 ze 和 ， 射 影 PB : 0 一 加 
都 连续 的 最 弱 拓 扑 ， 而 (X*)1 的 弱 * 拓扑 是 使 每 个 ze X ， 映 射 r(z) : 1 1(z) 都 连续 的 最 
弱 拓 扑 , 所 以 B 的 乘积 拓扑 了 在 (X*)! 上 诱导 的 相对 拓扑 恰 是 (X*): 上 的 弱 * 拓扑 . 这 样 为 
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证 (X*)] 是 弱 * 紧 的 ， 只 须 证 (X*)1 是 B 之 闭 子 集 . 
设 {la; a € 几 是 (X*)1 中 网 按 乘积 拓扑 了 收敛 于 ! 即 le(z) 一 Lz),Yz EX. 由 La 部 
是 关上 线性 泛 函 ， 可 见 1 亦 是 关上 线性 泛 函 ， 又 


lla(z)| < Niall llzll < lzll, ve eX 


可 见 (zxz)| zj, vz EXX. 故 几 ES1， 即 1es(X) .所 以 (X*)1 是 闭 集 . 由 

推论 I.5.4 设 生 是 自 反 Banach 空间 ， 则 X 的 闭 单位 球 X1 = {x E XX; ||zl| < 1} 是 弱 
紧 集 ， 即 弱 拓 扑 下 紧 集 ， 

证 明 因 X 是 上 自 反 的 ， 故 7(X) = X* ,由 于 7 : XX 一 X”* 是 等 距 同 构 ，7(Xi) = 
(X”*)1, X* 之 闭 单 位 球 , 且 o(X, X*) ==o(X*, X*) ,由 定理 1.5.3，(X**)1 按 o(X*, X*) 
是 紧 的 ， 即 Xi 按 o(X*, X*) 是 紧 的 . 2 

在 一 般 的 拓扑 空间 中 ， 紧 与 自 列 紧 是 互 不 包含 的 概念 ， 但 是 对 Banach 空间 弱 拓 扑 ， 却 又 
下 面 定理 . 

定理 I.5.5 设 4 是 Banach 空 间 X 的 子 集 ， 则 下 述 条 件 等 价 

(a) 4 是 弱 列 紧 ， 即 A 中 任何 序列 都 有 弱 收 敛 的 子 序列 . 

(b) 4 是 弱 预 紧 ， 即 4 之 弱 闭 包 是 紧 的 ， 

(c) 4 之 每 个 无 穷 子 集 都 有 弱 聚 点 ， 

证 明 参 见 N. Dunford & J. Schwarz, ‘Linear Operators, Vol. I’, P430. 

注意 ， 上 述 定理 说 的 是 “ 弱 ” 而 非 “ 弱 *”. 

例 I.5.1 有 弱 * 紧 而 非 弱 * 列 紧 的 集会 ， 

考虑 (1%)* 的 闭 单位 球 (1”)? ， 由 Banach-Alaoglu 定理 ， 它 是 弱 * 紧 的 ， 但 它 不 是 弱 * 
列 紧 的 . 

对 每 个 自然 数 n， 取 fn & (2 六 如 下 : 


fn({ém}2m=1) sa En， V{ér} € 1™ 


则 {fa}%, 之 任何 子 序列 {f} 尼 , 不 能 在 Is 上 处 处 收 剑 ， 即 不 弱 * 收敛 ， 事 实 上 ， 取 zo = 
i 
i me {nog1: k=1,2,3,...} 
0， 当 m ¢ {nzp_1: k=1, 23 小 
则 {fn (zo)}21 交替 取 1,0 ， 不 收敛. 

命题 1.5.6 设 X 是 无 穷 维 Banach 空间 ， 则 其 单位 球面 5(= {zeXi; ||zl| = 1}) 的 弱 闭 
包 恰 是 闭 单位 球 B= {xzeX; |z|| <1}. 

证 明 设 5 是 5 的 弱 闭 包 . 须 证 (5 )nB=0 ,从 而 B Cc 5 . 若 不 然 存在 
Tz0E(35)NnB. 因 ScC5 , 故 |zoll <1, 又 (5 )* 是 zo 之 弱 开 邻 域 由 弱 拓 扑 邻 域 基 
构造 ， 存 在 NU ……， 四) = 全 {ze 六 < 二 使 zo + NG ,DC (3 ) ,其 中 
02 ,ln EX*. 设 F=Span{fl,…, 及 }, 则 dimfF<n. 令 

K=tF={rexX; lz)=0, VerF}, 
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则 K 是 XX 之子 空 间 . 由 X 是 无 穷 维 的 ，K 关 {0}. 取 zie€E ,使 zill > 2 .注意 
KCN, …, 及 ) ,从 而 对 任何 te [0, 1], xo+triE xo+KCczrotN(,…, hcC(5). 记 
f(t) = zottzil| , 则 了 是 [0,1] 上 连续 函数 . f(0) = |zoll <1, f(1) =|xot+zi|| > zl 一 zoll > 
1 ， 于 是 必 存 在 to e [0, 1], 使 f(t0)=|zxo+tori|=1. 即 xo+toxiESN(S5 ):=0. 这 是 
不 可 能 的 . 

男 一 方面 ，Vzxo € X, ||zol| > 1， 由 Hahn-Banach 扩张 定理 ， 存 在 JEX* 使 镍 =1， 且 
1(zo) = zol > 1. 但 对 5 中 任何 网 {ze}jaeA ， zol =1. 于 是 上 (za)| < zal=1. 故 
1(za) 不 收敛 到 !(zo) ， 可 见 zo 不 是 5 之 弱 聚 点 ， 即 zo 4 5 .这 表明 5 CB. 2 


I.6 算 子 拓扑 


设 X, 了 是 Banach 空间 ，L(X, Y) 表示 从 X 到 了 的 全 体 有 界线 性 算 子 集合 .我 们 知 
道 ， 按 算 子 范 数 Tl| = oo 17zl, TE LA(X, Y) ，L(X, 7 了) 是 一 个 Banach 空间 ， 它 也 如 一 


lzll<1 
般 Banach 空间 一 样 有 [C(X,Y)]* 弱 拓 扑 ， 此 外 还 有 两 种 特殊 的 比 范 数 拓扑 弱 的 拓扑 ， 即 强 
算 子 拓扑 和 弱 算 子 拓扑 ， 下 面 将 介绍 这 两 种 拓扑 
对 任何 ER 令 Tz(T) = Tzx, TE L(X, Y) ， 则 Tx 是 L(X, Y) 到 Y 的 一 个 映射 . 记 
9={7z; TEX}， 则 9 是 L(X, Y) 到 了 的 一 族 映射 . 
定义 工 6.1 LA(X, 了 ) 上 由 9 确定 的 弱 拓 扑 ， 称 为 强 算 子 拓扑 . 
容易 看 到 强 算 子 拓扑 在 0 s C(X, 7) 的 邻 域 基 由 所 有 如 下 形式 集合 构成 
No zn) =, {T € LX, Y); Teill< 革 
这 里 ne N, zj EX, j 一 1,…, n 是 任意 的 ,对 任何 TD < A(X, Y) ， 强 算 子 拓扑 在 To 处 邻 
域 基 由 所 有 如 下 形式 集合 构成 


Dot Nz1 ee, zn) = {TE LX, Y); Tx; ~ Torsll < 1}. 

由 此 易 证 L(X, 了 ) 中 网 {Ta}aey 按 强 算 子 拓扑 收敛 于 了 当 且 仅 当 对 任意 ze X, |7azr 一 
Tzl|| 一 0. 这 时 称 {Ta}aey 强 收敛 于 T ) 记 为 Te 一 个 (SOT) ? 或 lim ya = 了 (SOT) ? 或 
SOT-lim La, 


于 任意 ze X,Y EY , 令 Toyr = 二 (Tx), TEL(X, YY), 则 Twy: 是 从 L(X, DY) 到 CC 
的 一 个 函数 . 记 9 = {Tex; XT EX, 六 Ex. 则 9 是 从 LA(X, YY) 到 CC 的 一 族 函 数 ， 
定义 I.6.2 L(X, 站 ) 上 由 9 乡 确定 的 弱 拓 扑 称 为 弱 算 子 拓扑 . 
容易 看 出 ， 0 € L(X, Y) 在 弱 算 子 拓扑 下 的 邻 域 基 由 所 有 如 下 形式 集合 构成 ， 
NO Zn YI, Yn) 三 各 {T EL(X, Y); lyy (Tx;)| < 1}. 
其 中 ne NN, zj; € X, EY*, j= 二 1,…, n ,是 任意 的 . 而 于 任意 Toe L(X, 7Y) 的 弱 算 子 拓 
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扑 的 邻 域 基 由 所 有 如 下 形式 集合 构成 . 


据 此 不 难 证 明 ， L(X, Y) 中 网 {Ts}aey 按 弱 算 子 拓扑 收敛 于 Te L(X, Y) 当 且 仅 当 对 
任意 ze X, y* E Y* ,都 有 limy*(Toz) = 信人 Tz)， 这 时 简称 {Ta}aey 弱 收 公 于 了 ， 记 为 
Ts 一 (WOT) ,或 limTs =T (WOT) ， 或 WOT-lim7u = 了 . 


显然 , 在 L(X, 了 ) 上 , 弱 算 子 拓扑 < 强 算 子 拓扑 < 一 致 拓扑 , 这 里 , 一 致 拓扑 指 的 是 范 数 
拓扑 . 当 X, 了 不 是 有 限 维 空间 时 , 这 三 个 拓扑 是 不 同 的 . 另外 , 值得 注意 C(X, 了 ) 上 弱 算 子 拓 
扑 与 C(X, 了 ) 作为 Banach 空间 得 弱 拓 扑 不 是 一 回 事 . 不 难 验证 : 对 任意 ze X, y* EY*, Try* 
是 C(X, 了 ) 上 有 界线 性 泛 浮 .因而 9 可 以 看 作 [L(X, 7)]* 得 一 个 子 集 ， 于 是 弱 算 子 拓扑 比 
L(X, 了 ) 作为 Banach 空间 的 弱 拓 扑 更 弱 . 

对 Hilbert 空间 人，C(Ot) 上 弱 算 子 拓扑 在 0s L(XH) 的 邻 域 基 由 所 有 如 下 形式 集合 

N(T1), Zn 0 Yn) {T Ee LH); |(Tx;, y7)| < 1}. 
构成 ， 其 中 me N,zi ,zn,yi,"… ,yn € KH， 是 任意 的 . 而 L(H) 中 网 {Ta}aey 及 TE L(H) 
有 


Ta 一 了 (WOT) SS (Taz, 9y) = (Tx, y),vr, y EH. 
我 们 知道 ， 在 L(X) 的 一 致 拓扑 中 总 有 下 述 成 立 
若 五 二 T, 则 TY 二 了 Tr*， 
兰 T. 二 TT, Sa 一 S$S, 则 T5060 二 了 TS， (6.2) 
这 里 2, 7* 表示 To, 了 之 伴随 算 子 . 
但 是 在 强 算 子 拓扑 与 弱 算 子 拓扑 中 ， 这 些 论断 未 必 成 立 . 
例 I.6.1 考察 ”上 移 位 算 子 


S{&1, 62, €3, } > {0, 61， 人 2， 3， {&7}721 = 1? 
容易 验证 ， Yze 2, szl= lzl ， 且 5 的 伴随 算 子 为 


人 人生， *} = {2,€3,€4, 7} {6}91 ED 


令 隐 = (5*)",n=1,2,…， 显然 对 任何 z= {6}?21€E 0, |z|=>j1|5 <+o0 ,而 


ITsal = |)" {él = {és +b 6 +2 = 2 SP =0, Bn = 0%. 


j=n+1 
即 到 一 0(SOT) . 但 是 7T* = 57, n==1,2,… .从 而 上 Tx*z|| =|8?z = ||zll, vz € 22. 即 了 T* 
按 强 算 子 拓扑 不 收敛 于 0. 
这 说 明 论 断 (6.1) 在 强 算 子 拓扑 中 不 成 立 . 
引 理 I.6.1 设 {TT}%1 CL(X, 7 了) ， 且 TT 一 T(WOT) ， 则 存在 正 数 M 使 | < 
M, n=1, 2,.... 
证 明 利用 共鸣 定理 可 得 . 
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命题 I.6.2 设 久 ,72 是 Banach 空间 ,， {Ti} CL(Y,2), {5%.}%) CL(X, Y), 下 一 
TS — 5 (SOT) ， 则 四 5 —» TS (SOT). 


证 明 首先， 由 引 理 1.6.1 存在 正常 数 M, 使 Th < M, n==1,2,….，YzE 铸 ,及 
s > 0 ， 由 假设 存在 入 ,使 当 n > NN 时，|(7T% 一 7T)Sz|| < e/2, (Sn 一 5S)zxll < se/2M. 于 是 
(TSn 一 TS)zl < (TS — TS)z) + (Ts — TS)2 


这 个 结果 中 序列 换 成 网 未 必 成 立 ， 而 且 对 纶 算 子 拓扑 也 未 必 成 立 . 

例 I.6.2 设 S5，5* 如 例 1.6.1 给 定 ， 取 T= (5*)",，5;, = S57", n 一 1,2, .由 例 16.1 
可 见 艺 ,一 0(WOT) ,， 且 5, 一 0(WOT) . 事实 上 ，YVz, y ER?， 

|(Snz, | = |(z, Si9)| = |(x, (5*)"Y)| = 0, no 0%. 

但 是 ,5% = (S*)"S” = (SS = 了 故 也 5， 太 0(WOT). 

这 表明 (6.2) 对 弱 算 子 拓扑 不 成 立 ， 因 而 在 运用 强 算 子 拓扑 与 弱 算 子 拓扑 时 要 注意 . 

命题 I.6.3 设 人 ,EL(H), n= 二 1,2,.…. 车 对 任意 X,Y EH,{(Twx, Y)}%21 都 收敛 ， 则 
必 有 TEL(H), 使 T, 一 T(WOT). 

证 明 ”由 假设 ， 对 每 个 zs XH， {Thx}?%21 在 7 中 弱 连 续 ， 于 是 存在 常数 Mz > 0 ,使 
sup | Znz|| < Mi . 由 共鸣 定理 , 存在 常数 M > 0, 使 Th < M, n=1,2,…. 对 Vz,yENH ， 
由 假设 可 以 定义 i(z, y) = lim(Tnz, y) ， 易 验 证 1 是 上 共 纯 双 线 性 泛 函 ， 又 


(Taz, DW) < Taz yl < Nl Hall llyll < Mz Myll 
于 是 i(z, y) < Mllzl| llyll, vz, ye KX ， 即 1 是 有 界 的 . 因而 存在 了 < LA(KH) ,使 


lx, y) = (Tx, Y), Vx, y EN 


这 样 
lim(T,z, y) = (Tx, y), Vx, y EH 
即 刀 一 了 (WOT) ， 0 
命题 1.6.4 设 革 EL(H), n 二 1,2, ...， 著 对 任意 ZE NH, {Tz}%i 都 收 化 ， 则 必 有 


TEeL(H), 使 ,一 T(SOT). 

证 明 显然，vz, y E KH ，{Cmzyj il 收敛 . 根据 命题 L6.3 ， 存 在 了 € LA(XH) 使 得 
Ty 一 T(WOT) ,对 ze KH, 可 设 {Tz} 认 1 一 yo， 于 是 (yo,9) = lim (Tax,y) = (D7,Y) 
vy EKH .所 以 w=Tz. 攻克, 一 T(SOT). 0 


I 拓扑 学 引 论 


练 习 题 


1 设 (X,T) 是 一 个 拓扑 空间 . 令 针 = {oo}jUX，,，T 了 ={GCX:GeT, 或 eG 且 X\G 
是 和 中 紧 的 闭 集 } .证明 : (X,7) 是 一 个 紧 拓 扑 空间 . 

2 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ，4CX. 称 4 为 连通 的 ,如 果 不 存在 X 的 两 个 不 交 非 空 开 子 开 
子 集 Cl，G2 满足 : ANG1 0 ，ANG2 关 0 而 且 ACGiUG;. 
如 果 X 本身 是 连通 的 , 则 称 之 为 一 个 连通 的 拓扑 空间 . 如 果 zeX ,及 2 的 开 邻 域 V， 
存在 z 的 一 个 连通 的 开 邻 域 U 包含 于 Y ， 则 称 X 为 局 部 连通 的 . 
(1) 给 出 一 个 拓扑 空间 X ， 它 是 连通 的 但 不 是 局 部 连通 的 . 
(2) 给 出 一 个 拓扑 空间 X ， 它 是 局 部 连通 的 但 不 是 连通 的 . 
(3) X 的 一 个 极 大 连通 子 集 如 果 是 开 子 集 则 称 之 为 X 的 一 个 连通 分 支 . 证 明 : XX 的 每 
个 连通 分 支 都 是 闭 子 集 ， 而 且 不 同 的 连通 分 支 的 交集 为 空 集 . 
(4) 如 果 和 是 局 部 连通 的 ， 则 X 等 于 它 的 所 有 连通 分 支 的 并 . 

3 设 X 为 一 个 Hausdorff 空间 ， A C X ，xzoeX ， 如 果 存 在 一 个 开 子 集 V 使 得 A4NV = 
{xo} ， 则 称 zo 为 4 的 一 个 孤立 点 . 证 明 ， 存在 zo 的 极 小 开 邻 域 的 充 要 条 件 是 zo 是 X 
的 一 个 孤立 点 . 

4 如 果 XX 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ， 则 对 任意 的 zo EX 及 不 含 zo 的 闭 子 集 下 ， 存 在 开 
子 集 V; ，j=1,2, 使 得 zo eV， FcW, 且 VNVW=0. 

5 令 X= {zeB: |z|<1}. 设 工 是 上 弱 拓 扑 . 令 7x = {XNMA4: 4<s7}. 证 明 : 
(X,7x) 是 一 个 拓扑 空间 ， 而 且 存 在 X 上 一 个 距离 p 使 得 7x 恰好 是 由 p 诱导 的 拓扑 . 

6 设 X 是 一 个 拓扑 空间 证明 : XX 是 Hausdorf 空间 的 充 要 条 件 是 X 中 的 每 个 收敛 网 的 
极限 都 是 唯一 的 . 

7 设 5,T 是 拓扑 空间 ， 了 是 Hausdorff 空间 ，f :5 一 了 将 5 中 每 个 收敛 网 都 映 为 了 中 收 
敛 网 . 证 明 : 对 5 中 收敛 于 zo 的 网 {Za}aes 必 有 {f(za)}aea 收 傅 于 f(z0). 

8 设 石 , 22 是 和 关上 两 个 拓扑 . 证 明 : = T5 的 充 要 条 件 是 下 两 个 条 件 同 时 成 立 : 
(1) vz EVET，3W2eB 使 得 xeV2cCVh; 
(2) vz EET，3WVieT 使 得 zeEViCVW. 

9 证 明 : 1 中 序列 {xn}?21 弱 收敛 于 zo 的 充 要 条 件 是 它 按 六 中 范 数 收敛 于 zo . 进一步 思 
考 ，1? 上 范 数 诱导 的 拓扑 是 否 与 片上 弱 拓扑 一 致 . 

10 在 1 中 给 出 一 个 没有 有 界 子 网 的 弱 收敛 的 网 . 

11 证 明 1? 中 有 界 集 部 是 弱 预 紧 的 .进一步 思考 ， 1! 中 有 界 集 是 否 为 弱 预 紧 的 . 

12 设 T 是 Banach 空间 M 上 有 界线 性 算 子 . 则 工 按 o(M,M*) 连续 . 

13 设 了 是 自 反 的 Banach 空间 M 上 有 界线 性 算 子 ，B = {zx e M : |lzll < 1} . 证明: 
{7Tz: Xx€8B} 是 MM 中 闭 集 . 

14 设 寺 是 一 个 Banach 空间 . 证 明 : < 在 它 的 二 次 对 偶 空 间 xX** 中 按 o(X*,X*) 稠密 . 

15 设 f 是 Banach 空间 直上 线性 泛 函 .证明 /上 按 范 数 拓扑 连续 的 充 要 条 件 是 1 按 X 上 
弱 拓 扑 连续 . 
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16 设 M 是 Banach 空间 的 线性 子 流 型 ， AN 是 X* 的 线性 子 流行 . 
(1) 证 明 :，A 在 4 中 按 范 数 拓扑 闭 的 充 要 条 件 是 它 按 弱 拓 扑 闵 . 
(2) 思考 入 在 XX* 中 按 范 数 拓扑 闭 与 它 按 cc(4*, 直 ) 闭 是 否 一 致 . 
17 设 {Pa}%21 是 Hilbert 空间 多 上 一 列 正 交 射影 . 
(1) 着 WOT- lim P= 了， 则 是正 算 子 , 即 (Pz,z) > 0, Vz eK 举例 说 明了 可 
能 既 不 为 0 也 不 是 正 交 射影 . 
(2) 车 更 设 是 正 交 射影 , 则 SOT lim P, =P 
(3) 蔡 {Bi} 是 单调 的 ( 即 要 么 PP, 和 Pri 是 正 算 子 ， vn 之 1 3 要 么 Pri 二 是 正 
算 子 ，V n> 1 )， 则 {PJP2i 按 强 算 子 拓扑 收敛 于 某 个 正 交 射影 
18 设 X 是 一 个 拓扑 空间 . 如 果 它 有 一 个 可 数 子 集 是 稠密 的 , 则 称 X 为 可 分 的 . 如 果 X 有 一 
个 可 数 的 拓扑 基 ， 则 称 X 为 第 二 可 数 的 . 证 明 : 每 个 可 分 的 距离 空间 都 是 第 二 可 数 的 . 
19 设 X 是 v 紧 的 距离 空间 ， 那 么 X 是 可 分 的 . 
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II.1 抽象 测度 


“测度 ”概念 {、 体 积 概念 的 推广 ， 引进 测度 是 为 了 建立 积分 ， 因 此 就 要 求 对 整个 
间 进 行 分 划 ， 本 和 而 且 不 a 
测度 之 和 ， 正 是 这 个 基本 要 求 使 我 们 在 引进 测度 时 对 可 以 定义 测度 的 子 集 要 做 一 些 规定 ， 了 
解 了 这 点 对 下 面 o 一 代数 的 定义 就 不 会 感到 奇怪 了 . 

定义 II.1.1 设 M 是 一 个 非 空 集会 ， 及 表示 由 M 的 子 集 组 成 的 非 空 类 ， 如 果 

(a) 4 €E RR, ii 一 12 .蕴含 he AieR,; 

(b) 4, Be R, 剖 仿 4\BeR， 
则 称 卫 为 o 一 环 , 这 里 A\B= ANBr (Be 表示 B 之 余 集 ). 

车 还 有 J 人 MER， 称 了 及 为 o- 代数 . 

以 后 常用 下 表示 o 一 代数 ,这 时 < M, 丰 > 称 为 可 测 空间 . 和 大 中 元 称 为 可 测 集 . 
意 ， 这 时 < M, 厂 > 上 并 未 定义 测度 . 

设 C 表示 R” 中 全 体 Lebesgue 可 测 集 , 则 L 是 一 个 o 一 代数 ,而 < R",L > 就 是 一 个 可 

空间 . 任 给 一 个 非 空 集合 M ， 其 上 都 有 两 个 c - 代数 ， 一 个 是 由 M 的 所 有 子 集 组 成 的 ， 
一 个 是 人 2, M} ， 这 两 个 平凡 的 0 一代 数 ， 对 我 们 来 说 没有 多 大 意义 . 

由 o 一 代数 定义 可 知 , 若 吾 € 厂 , 则 其 余 集 E* = MANAEE 和 .另外 , 若 4 e 了 ,n= 1,2,…， 
则 恕 EF,n=12,…. 从 而 ， 间 人 seF, 则 (日 48)*= 让 4e 大 .这 说 明 c 一 代数 
对 取 余 集 和 可 数 交 运算 是 封闭 的 . 注意 由 定义 很 容易 看 出 0 s 入 ， 从 而 三 在 有 限 交 和 有 限 并 
运算 下 也 一 定 封闭 . 

定义 II.1.2 设 < 1 三 > 是 可 测 空间 , 凡是 定义 在 矿 上 的 非 负 有 函数 ,而 且 是 可 数 可 加 的 ， 
即 : 对 任何 一 串 两 两 不 交 的 可 测 集 {4n}2 1 ， 总 有 

pa hn) = 一 HAs), 

则 称 风 是 < MI 大 > 上 正 测度 ， 称 < MiFN > 为 正 测度 空间 ， 有 了 时 也 说 1 是 M 上 正 测 
度 . 

注意 这 里 4 的 值 允 许 取 +co ,但 总 假定 有 4< 下 ,使 1(4) < +co ， 这 样 正 测度 才 有 意 


注 (i) px(0)=0. 事实 上 , 取 4=4 使 MK4i)<+co， 而 4a=4s=…=1， 则 由 可 


HA = 人 AD 4) =A)=AD+ ED. 
而 pA) < +co, J(0) >0， 可见 只 有 4(0) = 
4 是 有 限 可 加 的 ， 设 41,…, 4 是 两 两 不 交 的 可 测 集 ， 取 4 = An+2 = … =0， 
4i = 4 ， 由 可 数 可 加 性 及 (i) ， 


) 
和 = 区 = 台 愉 和 = 避 A 


t= = 
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Gi) 正 测度 是 单调 递增 的 ， 即 若 4, Be F, AC B, 则 1(4) < 1(B). 

事实 上 , 取 C=B\4, 则 CNA4=0, 且 B= 4AUC ,于 是 由 (让 ,1(B)= ACT+A(C) > 
AU4) 

(iv) 设 A,BeEeF,ACB,n(A)<+00,C=B\A, 则 1(C) = 4(B) -1(A). 

事实 上 ,由 于 4NC=0,B=AUC，, 所 以 1(B)=1(4) 二 (0O). 而 4(4)<+%o， 故 
KH(C)= 4(B) — 1K(A). 

例 I.1.1 取 MM= {1,2,3,…}, 太 是 MM 之 所 有 子 集 . 若 4e 夏令 (4) 表示 4 之 基 
数 ， 对 有 限 集 4 来 说 ， 即 4 中 元 素 的 个 数 ， 则 4 是 < M, 下 > 上 一 个 测度 . 

例 II.1.2 取 M = [0,1,C 是 [0,1] 中 全 体 Lebesgue 可 测 集 , 设 f 是 [0,1| 上 非 负 Lebesgue 
可 测 函 数 ， 对 瑟 e £ ， 定 义 

E)= fs f(x)dz 

这 里 右 端 表示 的 是 Lebesgue 积分 ， 则 jy 是 < M,L > 上 正 测度 ， 显 然 当 f 不 同时 ， yy 是 不 
同 的 . 这 件 事 说 明 在 同一 个 可 测 空间 上 可 以 有 不 同 的 测度 . 

定理 II.1.1 设 < M, 矿 > 是 正 测度 空间 ， 4 € ,n= 1,2,.… 

四 车 如 4, 即 和 Cd 如 ce 如 =4， 则 Ahn) 7 p(A). 


(D) 基 AnNA, 即 A1D 42D.…， A 又 4(A1) <00， 则 (An) Nn(A). 
证 明 他 全 二 41， En = An, \ 4 1 入 羡 2 则 EE, € fF,n = 1,2,..., 是 两 两 不 交 的 . 


mm 


且 b， En =A td Bn = 由 4 之 可 加 性 ， 


亿 一 


plAn) = 网 站 En)= > p(Bs), 


显然 > po) 了 p(Bn) ， 即 wh) PH 
(b) 令 Bs= Ai\Ann=1,2,…. 则 BaFA1\A. 由 (a), p(Bn) HA4N4) = 
HU(4) 一 A4) ,而 1(Bn)=4(A4i) 一 p(4n)， 故 p44) NA 2 
定义 II.1.3 设 < 1, 三 > 是 可 测 空间 ， M 上 实 值 函 数 f 称 为 矿 一 可 测 的 ， 若 对 任何 
(a,0) CR,f-1((a,b))E 不， 一 可 测 的 简称 为 可 测 的 . 
定义 II.1.4 设 <M, 矿 > 是 可 测 空间 ， M 上 复 值 函数 f= 二 二 iv 称 为 可 测 的 ， 如 果 它 
的 实 部 以 和 虚 部 v 都 是 可 测 的 
容易 验证 ， 复 函数 可 测 的 充 要 条 件 是 对 复 平面 © 中 任何 开 集 G, 三 !(G) e 天. 证 明 留 作 习 
题 . 
引进 测度 和 可 测 函 数 的 目的 是 为 了 建立 积分 理论 ， 而 建立 积分 总 是 要 做 分 划 . 
设 < M, 和 > 是 可 测 空间 ， 若 {45} 入 : 是 M 之 有 限 个 可 测 子 集合 
AiN A; 一 外 关 站 且 山 ， A;=M 
则 称 {4;}?_1 是 M 的 一 个 分 划 或 MM 的 一 个 可 测 分 划 . 
设 人 入 = {4;}?_i 是 M 的 一 个 可 测 分 划 ， 定 义 函 数 
SA(z) = Do) EM. 
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其 中 oj scC ，4a4i 表示 4; 的 特征 函数 ， 即 
1， Zz € Aj;. 
(hE 
AZ) | 0， yz ¢ 4 
函数 SA 称 为 简单 函数 .对 简单 函数 很 容易 定义 积 
定义 1L1.5 设 < MF,h > 是 正 测度 空间 ， S(z) = 和 ajX4,(z) 是 相应 于 分 划 人 = 
{ 二 2， 之 非 负 简单 函数 ， 定 义 8 关于 几 之 积分 为 
J Sdr = 2 ; 
大 
这 里 规定 0 x co =0 . 对 一 般 非 负 可 测 函 数 上 ， 定 义 f 关于 测度 积分 为 
J fan = sup{ fry hdn; /是 非 负 简单 函 数 ， 且 /< f}. 
当 上 述 积分 有 限时 ， 称 了 是 几 一 可 积 的 ， 简 称 为 可 积 的 ， 
对 一 般 实 值 可 测 函 数 f ， 可 分 解 为 1 = f+ 一/ ， 其 中 
ee | f(z), f(z) >0, 


0, 当 f(x) < 0. 
二 之 0, 当 f(z) 之 0， 
Ce | —f(z), 当 f(z) < 0. 
易 见 |f|=f+t+f-. 


当 fy ftdy, jwyf dh 不 全 为 wo 时， 定义 关于 4 之 积分 为 


1 ns 人 0 


当 积 分 有 限时 ， 称 f 关于 是 可 积 的 . 
对 于 复 值 可 测 函 数 f = ww 二 iv ， 当 其 实 部 和 虚 部 4, v 都 关于 4 可 积 时 , 定义 关于 4 的 
积分 为 
fy fadp= fy udn+i fy vdy, 
这 时 称 了 关于 /是 可 积 的 . 
若 一 是 M 的 可 测 子 集 ， 我 们 亦 考虑 f 在 加 上 的 积分 [5 fdx .定义 为 
fofdn= fy Xpf dn. 
这 里 Xp 表示 集合 的 特征 函数 . 
在 上 述 定义 下 ， Lebesgue 积分 的 许多 基本 性 质 仍 然 成 立 ， 壁 如 


这 里 “ Im] ae. 于 M ” 指 的 是 在 M 上 4 几乎 处 处 成 立 ， 即 存在 M 之 可 测 子 集 万 ， 合 
1(B) = 0 ， 且 命题 在 M\E 上 处 处 成 立 . 


另外 ， Lebesgue 积分 的 一 些 基 本 定理 也 成 立 ， 我 们 不 加 证 明 地 开 列 几 条 如 下 : 
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定理 II.1.2 (Levi) 设 户 是 M 上 非 负 可 测 函 数 ， 且 户 (z) f(z)， 则 
im 败亡 du = fy jadn 

定理 II.1.3 (Lebesgue) 设 fn 是 M 上 非 负 可 测 函 数 ， 则 
J by fndn = > fy fndn. 


定理 II.1.4 (Fatou 引 理 ) 设 fn(n = 1， 2， ,) 是 M 上 非 负 可 测 函 数 ， 则 
Ju tim fr)dy Slim (J fndp) . 


定理 II.1.5 (Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 fn 是 M 上 复 可 测 函 数 ， 见 = 1,，2,…， 
lim 万 (z) = f(7),l4] ae. 于 M 
如 果 存 在 M 上 非 负 可 积 函 数 (XY) , 使 | 所 (7) 过 Fz) 网 ae. 于 M,n==1,2,…， 则 了 亦 是 
AM 上 可 积 函 数 ， 且 
Jr 太 -jd 一 0. 
两 个 函数 f, 9 称 为 等 价 的 ， 大 
f(2) = g(7), Ik] ae FM . 
M 上 全 体 复 值 可 积 函 数 之 等 价 类 集合 记 作 产 (M ,FA ， 简 记 为 (Kn) ,， 即 Vf eTD(p), 代 
表 了 与 了 几乎 处 处 相等 (关于 由) 的 函数 的 全 体 . 


命题 II.1.6 设 < M, 太 由 > 是 正 测度 空间 ，f 是 M 上 非 负 可 测 函 数 ， 定 义 


E)= /sfduvBer. (1.1) 
Vv 是 < M, 矿 > 上 正 测度 ， 而 且 对 M 上 任何 非 负 可 测 函 数 9 ， 总 有 
fgdv = fy 9f adn. (1.2) 


这 个 等 式 可 以 写成 dy = fd . 
证 明 设 {4,}%21 是 两 两 不 交 可 测 集 序列 ， 则 
4.f = 二 As1 


v( VU A,) = a fdp= ft sf dp = f(D Xa dp 


= -这 J x, fdn= > fa, fd = > v(An) 
这 说 明 v 是 可 数 可 加 的 ， 六 i v 是 (M,) 上 正 测度 ， 下 面 只 须 证 明 (1.2) 式 成 立 . 
首先 ， 容易 验证 对 非 负 简单 函数 (1.2) 成 立 , 对 一 般 非 负 可 测 函 数 9 ， 可 取 一 列 非 负 简单 
函数 {gn}?21 单调 上 升 到 9 ， 从 而 {gnf}Y%21 gf .而 已 证 
J gndv = J gnf dy . 
邻 n 一 oo ,根据 Levi 定理 ， 可 见 
J 9dv = fy 9f dp 了 
这 个 命题 告诉 我 们 ， 由 测度 按 (1. 吕 式 可 以 产生 一 个 新 测度 vw ， 而 且 当 yj(B) = 0 时 ， 
必 有 z( 五 ) = 0. 现在 把 这 个 性 质 加 以 总 结 ， 引 进 如 下 概念 . 
定义 II.1.6 设 几 7 都 是 可 测 空间 (M， 下) 上 正 测度 ， 如 果 对 YVR E 下 ，1(B) =0 蕴含 
z( 百 ) = 0 ， 则 称 v 关于 绝对 连续 ， 记 作 v <<. 
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这 样 对 命题 II.1.6 中 由 A 得 到 的 > 必 有 wv<<h. 现在 有 个 问题 ,着 vk ， 是 否 一 定 存 
在 某 个 非 负 可 测 函 数 上 ， 使 v 可 表 成 


v(E) = 1 fdu, vEEeF. 


一 般 说 来 这 并 不 成 立 ， 但 只 须 两 个 测度 都 是 o- 有 限 的 ， 结 果 就 成 立 ， 这 便 是 著名 的 Radon- 
Nikodym 定理 . 

定义 IIL.1.7 设 凡 是 (M, 太 ) 上 正 测 度 ， 若 1(M) < co ， 则 称 / 是 有 限 的 ; 若 存在 M 
之 可 测 子 集 列 {4An} 名 1 使 得 MM = 局 An 且 jp(An) <oo ，Wn>1I， 则 称 几 是 于 有 限 的 ， 


n 维 欧 氏 空间 上 的 Lebesgue 测度 就 不 是 有 限 的 ， 而 是 c- 有 限 的 . 
定理 II.1.7 (Radon-Nikodym) 设 1, 7 都 是 (1M, 厂 ) 上 o- 有限 的 正 测度 ， 则 vv 之 4 的 充 
要 条 件 是 存在 M 上 内 几乎 处 处 取 有 限 值 的 非 负 可 测 函 数 f ， 使 
v(E)= f, fdn, VEEeF. 
而 且 在 4a.e. 于 MM 意义 下 唯一 确定 这 个 f 称 为 v 关于 的 Radon-Nikodym 导数 . 
证 明 参 见 W. Rudinl5| 第 122 页 . 
注 (a) 在 每 个 v- 测度 有 限 集 上 ，f 是 可 积 世 
(b) 特别 地 ， 当 是 有 限 测度 时 ， f € Li(n) . 
(c) 类 似 命 题 I.1.6 证 明 ， 对 任何 ge Li(v) 都 有 
J 9dv = J 9fdr. 
定义 II.1.8 设 山 也 是 (M, 大 ) 上 两 个 正 测度 ， 如 果 有 AE 厅 使 得 
1(A) =0 且 ve) = 0， 
则 称 1/ 与 wv 相互 奇异 ， 记 为 Lv. 
上 面 的 条 件 是 说 / 集中 在 4 上 ， 而 >” 集中 在 4 上 . 
两 个 测度 之 间 未 必 有 相互 奇异 或 一 个 关于 另 一 个 绝对 连续 的 关系 ， 不 过 总 可 以 以 其 中 一 
个 作 标准 ， 将 另 一 个 分 解 成 两 个 部 分 ， 一 部 分 绝对 连续 ， 另 一 部 分 奇异 . 
定理 II.1.8 (Lebesgue 分 解 定理 ) 设 1, v 都 是 (AM 天) 上 ao- 有 限 的 正 测 度 ， 则 存在 唯一 
的 一 对 o- 有 限 的 正 测 度 vac 和 rs 使 得 


V=VactLs, Vac HH, Vs 1k, ve Ws 


证 明 见 W. Rudinl5] 第 122 页 . 

通常 我 们 总 以 Lebesgue 测度 做 标准 ， 将 给 定 的 测度 进行 分 解 . 在 今后 应 用 中 ， 不 仅 用 到 
正 测 度 ， 而 且 用 到 更 一 般 的 测度 . 为 此 引进 下 面 概 念 . 

定义 II.1.9 设 (M,) 是 可 测 空 间 ， 几 是 0- 代数 三 上 实 值 可 数 可 加 函数 ， 而 且 十 co 与 
一 co 只 允许 取 到 至 多 一 个 ， 则 称 几 为 一 个 实测 度 . 

注意 ， 实 测度 不 再 有 单调 性 . 

定义 II.1.10 设 (4 大 ) 是 可 测 空间 ， 风 是 o- 代数 矿 上 取 值 为 复数 的 可 数 可 加 函数 ， 
则 称 风 为 (天 ) 上 的 一 个 复 测度 . 
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设 刀 = 口 En, ， EiN E;=0, 当 i 关 7 了， 则 


如 果 1(E) 有 限 ， 表 明 右 端 级 数 收敛 . 大 将 {,}?21 重新 排序 ， 由 可 数 可 加 性 ， 右 端 级 数 仍 收 
敛 到 同一 值 x(z) .所 以 右 端 级 数 是 无 条 件 收敛 的 ， 从 而 绝对 收敛 这样 可 以 引进 如 下 概念 . 
定义 II.1.11 设 凡 是 (AM 大) 上 复 测度 (包括 只 取 有 限 值 的 实测 度 ) ， 定 义 


加 Japt 2 | : {Bn}21 是 之 任意 可 测 分 划 ]} 


称 |h| 为 之 全 变 差 测度 . 
定理 II.1.9 设 风 是 (Wi,F) 上 复 测度 ， 则 
(a) Ih 是 正 测度 . 
(b) ul(B) > lu(B)|, VBEeF. 
(o QM) < oo 
证 明 (a) 只 须 证 Ih| 是 可 数 可 加 的 ， 设 {Bj}21 是 两 两 不 交 的 可 测 子 集 列 , 且 ==v， 
到 ， 对 任意 。> 0 ， 由 In| 之 定义 ， 存 在 思 , 之 可 测 分 划 {B,y} 沪 ， 使 得 
IE -喜光 eBn)|， 
n=1, 2 … ， 注意 到 {Bj 人 > 7 > 1 是 已 之 可 凋 分 划 | 故 
Ey) -< DT EIB < IE) . 
由 。 之 任意 性 ”可 得 
> lal(En) < ul(B) . 
往 证 相反 的 不 等 式 ， 设 {4)]}%， 是 互 之 任意 可 测 分 划 ， 取 定 j， {4 站 包 J 部 1 是 轴 的 
可 测 分 划 ， 对 每 个 n， {4; nn Bsj 和 1 是 肪 之 可 测 分 划 ， 故 
EA = TIES NB) DNB) 


3 


= 二 二 hi nl < Sale n). 


rl 


关于 已 之 可 测 分 划 {4; ) 冯 ,到 上 确 界 ， 可 得 
lul(E) < > ul (En). 
(b) 由 ul 之 定义 即 知 ({ 互 } 就 是 忆 之 一 个 可 测 分 划 ) . 
(c) 令 
M1(E) = Rep(E) = IK(B) + p(B)] , 
12(E) = Imn(E)= 4(E) — 1(E)], 
VE e 三 . 容易 验证 ，11，12 都 是 只 取 有 限 值 的 实测 度 ， 而 且 风 = pj 十 iw2 . 分 别称 ji，12 为 
/ 之 实 部 与 虚 部 ， 注意 
I4(E)| < Ip(B)| + Iu2(B)| 
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vv 已 E 厂 . 易 见 
网 (B) < lual(B) + Iu2l(B) ， 
YE e 下 ,因此 , 车 Iu(M) = +eco ， 必 有 ml(M) = +oo 或 ma|(M) = +co .不妨 设 凡 本 身 就 
是 只 取 有 限 值 的 实测 度 . 
用 反 证 法 证 明 (c) 成 立 ， 我 们 分 两 步 来 完成. 
(一 ) 先 证 ，YB Ee 下 ,车 |u|(B) = +oo，, 则 必 有 互 之 可 测 分 划 {4，B} 使 得 4(4)| > 1， 
且 |nl(B) = +o0. 
事实 上 ， 由 假设 ， 必 存在 之 可 测 分 划 { 忆 ,} 窟 1 使 得 
> lBn)| > tS2(1 + la(B)) . 


取 充分 大 的 n 使 得 
> lB)| >+. 


设 Nt={7:1<j<nBn(B;)>0}，N- -={7:1<j<nHxu(B;) < 0} .那么 下 面 两 个 不 
等 式 至 少 有 一 个 为 真 


| 2 p(B;)| >3 
jEN+ 


或 


| > x(B;)| >3#. 
JEN- 


不 妨 设 第 一 个 不 等 式 为 真 . 令 + She eh \E .那么 {81,B-} 是 忆 之 可 测 分 
划 ， 且 


HE) =| DP MB)> 王 = 1+In(B)|>1， 
而 

ME- =|4(B) p(B) > IEt)| Iu(B)| >1. 
又 由 (a) 


M(BE) = |ul(BE+) + lal(B-). 
而 Iul(B)=+o0，, 故 |ul(B7) 与 dl(B-) 至 少 有 一 个 为 +oo. 取 使 li 为 +oo 的 Bt 或 E- 为 
B ， 另 一 个 为 4 ， 可 见 论断 (一 ) 成 立 . 

(二 ) 假设 jul(M) = +oo , 令 Bo = M .和 由 (一 ) 可 取 Bo 之 可 测 分 划 {41,B1} 使 lw(41)| >1 
且 |4l(B1) = +eo ,再 由 (一 ) 又 有 Bi 之 可 测 分 划 {42,B2} 使 In(42)| >1 且 |4(B2) = +o0. 
以 此 类 推 ， 由 归纳 法 可 取 M 之 两 两 不 交 的 可 测 子 集 列 {44}%21 满足 (4w)| >1，vn> 1 
由 可 数 可 加 性 ， 

pa 4 = 二 NM4n . 

而 ,5 4) 是 有 限 的 因此 级 数  w(4v) 收敛 ， 进而 4) 一 0: 这 矛盾 与 wu(4n)| > 1， 
Vn > 1 ,这 说 明 必 有 ul(M) < +eo ， 。 

根据 定理 IL1.9 ， 复 测度 总 是 有 界 的 ， 即 Iw(B)| < ul(B) < ul(M) < +co ，YBE 丰 . 称 
ul(M) 为 之 全 变 差 

关于 测度 的 绝对 连续 可 以 推广 . 设 和 是 (0, F 上 正 测度 ，/ 是 (MX, F) 上 一 个 复 测度 . 
若 VBe 和 丰 ，AB) =0 蕴涵 J(E) =0， 则 称 /关于 入 绝对 连续 ， 记 作 h< 和 . 
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命题 II.1.10 设 / 是 (IF 太 ) 上 复 测 度 ， 则 风 委 | 上风 ， 且 几 关 于 |J 的 Radon-Nikodym 导 
数 了 满足 |f| 三 1， 即 
du = fdlxl, |fl=1. 
这 称 为 1 之 极 分 解 . 
证 明 参 见 W. Rudinl51124 页 . 
对 (AM,F) 上 两 个 复 测度 ji 和 Am ， 复 数 c， 定 义 
(11+ p92)(E) = pi(E) 十 Na 人 (五 ) ， 
(ch)(E) = cu(E), 
VE € 三 .容易 验证 由 十 和 cp 仍 是 (0,F) 上 复 测度 . 
考虑 (M, F) 上 全 体 复 测度 ， 按 上 述 定义 的 加 法 和 数 乘 形成 一 个 线性 空间 . 令 
lull = Ixl(M). 
那么 外 | 是 一 个 范 数 ， 它 使 这 个 空间 成 为 Banach 空间 .细节 见 工 .3. 
任 给 一 个 复 测 度 4 ， 它 可 以 分 解 为 两 个 有 限 实测 度 之 线性 组 合 . 令 
HR(E) = $(4(E) + (BE)) 
Hr(B)= 寺 (4(E) — p(B)), 
VE E 下 ， 则 jr 和 jr 都 是 (M,) 上 只 取 有 限 值 的 实测 度 ， 而 且 
KH= HR+ikI. 
给 定 (M,F) 上 只 取 有 限 值 的 实测 度 yj ， 令 
ut = +p), p= -1). 
那么 ut 和” 都 是 (M,) 上 正 测度 ， 而 且 
n=put -pp ,lk=pt + . 
将 4 表 为 41 与 1 之 差 ， 称 为 1 的 Jordan 分 解 . ut 与 1 分 别称 为 4 的 正 部 与 人 负 部 . 
对 复 测度 有 了 如 上 分 解 ， 关 于 正 测 度 的 积分 的 概念 可 以 推广 到 一 般 的 测度 . 
首先 设 4 是 实测 度 ，w 是 M 上 实 值 可 测 函 数 . 设 4=pt 一 1 是 /的 Jordan 分 解 . 若 
fv udxt 与 fj udu” 都 存在 且 至 少 有 一 个 有 限 ， 则 和 定义 
Ju udr = J udnt 一 和 vdp ， 
称 之 为 4 关于 之 积 
设 /= 人 十 ia ， 这 里 pi 和 jo 分别 是 之 实 部 与 虚 部 ，w 是 实 可 测 函 数 ， 如 果 Jr vd 
与 /yy udpu2 都 存在 且 有 限 ， 则 定义 
Judu = fy udp +i Judna ， 
称 为 4 关于 4 之 积 
设 /= 十 刀 是 复 可 测 函 数 ，w 和 w 分 别 是 f 的 实 部 和 虚 部 ， 如 果 Jr vd4 和 fiy vdy 都 
存在 ， 定 义 


jjdu = udn+ijyrodnu， 
称 为 f 关于 之 积 
这 样 ， 一 个 复 函 数 关 于 复 测度 积分 有 意义 . 前述 的 关于 正 测度 积分 的 基本 性 质 ， 除 去 (4) 
款 之 外 都 成 立 ， 关 于 Lebesgue 控制 收敛 定理 等 也 成 立 ， 但 是 Levi 定理 及 Fatou 引 理 不 再 成 


. 
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Lebesgue 积分 理论 中 有 一 个 著名 的 Fubini 定理 ,保证 了 重 积分 化 累 次 积分 和 累 次 积分 换 
序 . 对 抽象 测度 积分 ， Fubini 定理 亦 真 ， 为 介绍 它 ， 需 要 “两 个 o- 代数 乘积 ”的 概念 . 
设 (XRD 和 (Y, 开 ,v) 是 两 个 正 测度 空间 ， RR 和 入 都 是 o- 代数 ， 
RxF={RxF: ReR, Fef}. 
这 是 空间 X xY 中 一 个 子 集 族 ， 它 未 必 是 o- 代数 . 考虑 包含 及 x 三 的 最 小 的 o- 代数 ， 即 由 
Rx 厂 生 成 的 o- 代数, 记 为 尺 @ 厂 , 称 为 尺 与 矿 的 乘积 o- 代数 . 需要 注意 的 是 及 @ 厂 中 
元 素 未 必 能 表 成 Rx 下，ReERR，Fe 厅 形式 . 例如 设 C 是 到 上 全 体 Lebesgue 可 测 集 构 
成 的 o- 代数 ， 则 C@ Z 中 元 都 是 R? 中 Lebesgue 可 测 的 . BR? 中 开 单 位 圆 属于 L&@8L ,但 它 
不 能 表 成 两 个 下 中 Lebesgue 可 测 集 之 乘积 
我 们 称 (Xx 站 RR@ 了 ) 为 (X,R) 与 (7 了) 之 乘积 可 测 空间 . 设 f(z,y) 是 XxY 上 函 
数 ， 如果 /是 尺 @@ 矿 可 测 的 ， 则 对 每 个 zeX ， f(z,y) 是 关于 yeY 的 -可 测 的 ， 且 对 
每 个 ye Y ， f(z,y) 是 关于 ze 和 的 尽 - 可 测 的 . 
定理 II.1.11 (Fubini) 设 f(x, 让 是 和 XxXY 上 RR@ 丰 可 测 函 数 ， 则 
fx fy lf(z, Warv(y) du(r) < +o0 
当 且 仅 当 


fy fx |f(z, Wdu(z)dv(y) < +eo. 
此 外 ， 著 一 个 积分 有 限 ， 则 两 者 相等 


定理 II.1.12 设 h 和 vw 都 是 a- 有 限 的 正 测度 ， 则 (和 xx 肪 尺 @F) 上 存在 唯一 的 正 测度 
Xv 使 得 
(ux)RxXF)= KRV(F,) 
VREeR, FeF. 
车 了 是 又 xz 上 及 @ 厂 可 测 的 ， 则 
及 xrlHd x vr) < +oo 
当 且 仅 当 
fx fy f(x, Ydv(y) dn(z) < +o0. 
条 件 成 立时 ， 


Jxxr lfld(p x 7) = fx fy f(z, gdv(y)dn(z)， 
以 上 两 个 定理 的 证 明 参 见 W. Rudin 占 第 八 章 . 


II.2 欧 氏 空间 上 的 Borel 测度 与 Borel 函数 


上 和 节 引 进 抽象 测度 空间 (M, FA ， 其 中 M 只 是 一 般 集合 ， 其 上 未 必 有 拓扑 . 泛 函 分 析 
考虑 的 对 象 总 是 具有 拓扑 结构 的 ， 因 而 有 极限 和 连续 概念 ， 在 建立 积分 时 总 希望 连续 函数 有 
积分 ， 因 此 可 测 函 数 总 应 该 包含 连续 函数 . 了 解 这 件 事 就 不 难 理解 为 什么 我 们 对 如 下 的 o- 代 
数 特别 感 兴趣 . 为 了 简单， 这 一 节 只 讨论 n 维 欧 氏 空 间 . 

定义 II.2.1 取 ” 中 全 体 开 集 生 成 的 o- 代数 ， 即 包含 全 体 开 集 的 最 小 的 0- 代数 ， 称 为 
Borel 代数 , 记 为 BD. Bo) 中 元 素 称 为 Borel 集合 ， BC) 可 测 函 数 称 为 Borel 函数 ， 
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由 定义 ， 开 集 、 闭 集 、 丈 型 集 、 Gs 型 集 等 都 是 Borel 集 ， 而 且 Borel 集 都 是 Lebesgue 
可 测 集 ， 但 Lebesgue 可 测 集 未 必 是 Borel 集 . 凡 连 续 函 数 都 是 Borel 函数 . 

定义 II.2.2 Borel 代数 B4) 上 的 正 测度 称 为 正 Borel 测度 ,如果 对 所 有 的 紧 集 开 C 可 " 
都 有 4(K) < +oo ， 

因为 及 ”可 表 为 可 数 个 紧 集 之 并 ， 因 而 正 Borel 测度 都 是 o- 有 限 的 ， 显然 Lebesgue 测度 
是 一 个 Borel 测度 . 

像 8IL.1 一 样 可 以 定义 到 ”上 实 的 Borel 测度 和 复 的 Borel 测度 ， 统 称 为 Borel 测度 . 在 这 
一 节 我 们 只 讨论 正 Borel 测度 . 

定理 II.2.1 取 "” 上 的 Borel 测度 /一定 是 正则 的 ， 即 对 每 个 BE Be) 都 有 

HA(B) =inf{HUG) : GD B 是 开 集 } (外 正则 性 ) 


1(B) 二 sup{K(K): KC B 是 明 集 }. (内 正则 性 ) 
证 明 参 见 W. Ruding 第 48 页 . 
定义 II.2.3 设 人 mn 是 了 可” 上 Lebesgue 测度， 是 取 ” 上 Borel 测度 . 
(1) 如 果 风 < 委 mm ， 则 称 是 绝对 连续 的 . 
(2) 如 果 凡 上 m， 则 称 是 寺 异 的 . 
根据 8IIL.1 的 Lebesgue 分 解 定理 ， 对 每 个 Borel 测度 / 存在 唯一 分 解 
内 三 Hoc 十 Hs ， Hac<m, Hs Lm, Hacl Hs: 
其 中 jac 和 4s 分 别称 为 4 之 绝对 连续 部 分 和 奇异 部 分 . 又 由 Radon-Nikodym 定理 ， Borel 
测度 / 是 绝对 连续 的 当 且 仅 当 存在 ( 按 Lebesgue 测度 ) 几乎 处 处 有 限 的 非 负 Borel 函数 了 使 
得 1(B)= 户 jz)dz，VYBeBo) ， 
定义 II.2.4 设 几 是 取 "” 上 Borel 测度 . 
(1) 如 果 YzZE 取 ” ，HUzj) = 二 0， 则 称 是 连续 的 . 
(2) 如 果 存 在 到 ”的 子 集 书 使 人 集中 在 已 上 ( 即 HLCPS)=0) ， 且 HA 人 zj) >0，Yze， 
则 称 凡 有 是 纯 点 的 (或 原子 的 ) . 
注意 ,一 个 Borel 测度 可 能 既 非 连续 的 ， 亦 非 原 子 的 , 但 总 可 以 表 成 这 样 两 个 测度 之 和 . 
定理 II.2.2 取 "” 上 每 个 Borel 测度 / 可 唯一 分 解 为 
/三 He 十 HUpp ， 
其 中 Hpe 是 连续 的 ， Hpp 是 原子 的 . 
证 明 令 
P={reR”:n{z}>0}, 
称 之 为 4 之 纯 点 集 . 首先 须 证 P 是 至 多 可 数 的 . 令 ={2= (Qi,Q2,… Qn) :|aj| 之 ,1 < 
j<j,， 则 上 及 =R". 于 是 (PNR)=P. 令 
Pj;= {zeE PNI: 4({z}) > ;} 
j=1, 2,.…,， 则 PN = 已 Pi,; ， 如果 Pj 是 无 穷 集合 ， 则 pw(Psj) = +co .而 Pe,y 是 有 
界 的 ， 故 1(Pi,;) < +co .因此 Pi,; 是 有 限 集合 . 所 以 PN 至 多 可 数 . 因而 P 至 多 可 数 . 
对 Be BW ， 定义 
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Hpp(B)= 4(BNP)= hd . 
容易 验证 jw 是 到 ” 上 正 测度 , 而 且 jwwp(B) < 1(B) . 因而 , 对 任意 紧 集 KK ，jpp(K) < +oo . 
故 jwwp 是 一 个 正 Borel 测度 . 
对 VBE BW) ， 如 果 A(B) < +co ， 定义 
He(B) =1(B) ~ ppp(B) . 
对 一 般 的 Be 8 ,存在 可 测 分 划 {Bj;}>>1 满足 B = UB; 有 4B;)< +%, vi>1. 
定义 
p(B) = 3 pelB)) . 
可 以 证 明 ， ye(B) 不 依赖 于 分 划 {B;}21 的 选取 ， 因 而 定义 是 完善 的 ， 进而 可 以 证 明 ， He 是 
连续 的 正 Borel 测度 ， 而 且 /= Hp 十 op . 细节 省 略 . 
往 证 分 解 4 = kc 十 Hop 是 唯一 的 . 假设 人 = 好 +A ， 此 是 连续 的 ，Hor 是 纯 点 的 . 那 
么 Vvz ， 
Hpp(tzj) 三 AZ = Actzh) 二 Hoptdtzh =HAopttzh) ， 
于 是 {z: up(zj) > 中 = 已 ，jp(Pe) =0. 因此 对 YBe Bo) 有 
Hpp(B) SS Wp({2}) = 六 Hpp({2}) = Hpp(B) : 
rEBNP rEBNP 
所 以 jp = Hpp ， 
对 任意 Be 8B ,车 1(B) < 400，pe(B)=1(B)- ppp(B) = p(B)— 1(B) = 以 (B) ， 
若 1(B) = +o0 ， 取 B 之 可 测 分 划 {Bk}%1 满足 1(Bk) < +oo .那么 je(B) = Le(Bk) = 


2 We(Br) = We(B). 总 之 ，Je = 2 
k=1 


定理 II.2.2 中 jy。 是 正 测度 ， 由 Lebesgue 定理 又 可 分 解 为 
He = (He)ac + (pe)s. 
其 中 (jc)ac 和 (kc)s 分 别 是 pc 的 绝对 连续 部 分 和 奇异 部 分 . 记 (Jc)s 为 Usc ， 称 为 4 的 奇异 连 
续 部 分 ， 可 以 证 明 ， (je)ac = Kac ， sc 十 Hpp = Ls 为 4 的 奇异 部 分 这 样 ，/ 便 有 如 下 分 解 
内 三 Hact Hsc tt Hpp: 
而 且 这 个 分 解 是 唯一 的 . 
下 面 我 们 以 一 维 欧 氏 空间 四 为 例 简单 说 明 一 下 Borel 测度 是 如 何 生 成 和 怎样 分 解 的 . 主 
要 说 五 点 . 
1 Borel 测度 与 在 0 点 取 值 为 0 的 渐 升 右 连续 函数 建立 1-1 对 应 关系 . 
设 a(z) 是 下 上 渐 升 右 连续 函数 ， a(0) = 0 ， 记 左 极 限 lim a(z) 为 a(x-). 对 区 间 
了 = (a,b) ， 定 义 
HalTl) = a(b-) — a(a). 
对 任意 集合 已 C 了 及 ,定义 _ 
入 (四 =inf{ pe(0) : 厂 是 有 界 开 区 间 ， 且 总 五 2 可. 
利用 Caratheodory 等 式 定 义 L-S 可 测 集 ， 如 果 对 任意 集合 SC 民 
Hi(S)= nS NE)+n(S\ E), 
则 称 五 为 L-S 可 测 的 . 全 体 L-S 可 测 集 构成 一 个 o- 代数 ， 它 包含 Borel 代数 . 对 L-S 可 测 集 
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五 记 Ha 全 = W(B)，, 称 为 的 L-S 测度 . 将 we 限制 在 Borel 代数 上 就 是 一 个 Borel 测度 . 
反 过 来 ， 设 风 是 到 上 一 个 Borel 测度 ， 定 义 
HA((0z) 当 z>0 
一 k((z,0]) 当 z<0. 
那么 a(0) =0 ，a(z) 是 到 上 渐 升 右 连 续 函 数 . 此 外 ， Ha = . 
2 ka 是 连续 的 当 且 仅 当 a 是 连续 的 . 
3 Ha 的 纯 点 集 是 a 的 全 体 间断 点 构成 的 集合 . 
例 II.2.1 设 瑟 (x) 是 [0,+co) 的 特征 函数 ( 称 为 Heaviside 函数 ) ， 即 


a(Z) = 


和 二 0， 当 zx<0 
1， 当 xz>0. 
则 对 任何 Be BG) ， 
1 
B)= 
un(B) 0 当 0¢B. 


LH 习惯 上 称 为 Dirac 5- 测度 .jz 是 集中 在 {0} 上 的 纯 点 测度 ， 可 以 证 明 ， 对 每 个 可 积 函 数 
f, /Rfdn =j0) 
4 Ha 是 绝对 连续 的 当 且 仅 当 a 是 绝对 连续 的 . 
5 Ha 是 奇异 的 当 且 仅 当 a 是 奇异 的 ， 即 w(z) = 0 ， a.e., 这 里 a.e.( 几 乎 处 处 ) 是 关于 
Lebesgue 测度 的 . 
为 了 今后 叙述 方便 ， 我 们 介绍 测度 支 集 的 概念 . 
定义 II.2.5 设 几 是 胸 ” 上 Borel 测度 , 使 L(G) = 0 的 最 大 开 集 之 余 集 称 为 几 的 支 集 ， 
记 作 suppA . 
可 以 证 明 ， 一 个 Borel 测度 的 支 集 是 存在 的 ， 对 任意 的 已 < Bo) ， 若 五 suppk=0 ， 则 
NE) =0 
例 II.2.2 设 / 上 是 到 上 非 负 连续 函数 ， 令 
Hu(E)= [sf (2)dzr. 
那么 是 到 上 正 Borel 测度 ， 而 且 它 的 支 集 
supph = suppf S {reR f(z) Fz0). 
由 此 易 见 ， Lebesgue 测度 的 支 集 是 全 空间 . 
注意 ，supph = 下 与 /集中 在 尺 上 不 是 同一 概念 . 设 风 集中 在 玉 上 , 未 必 有 suppk CF 
或 FC suppkh. 
命题 II.2.3 取 ” 上 复 ( 实 ) 函数 f 是 Borel 函数 当 且 仅 当 对 陪 ”( 臣 ) 中 任何 Borel 集 已 ， 
f-1(B)€ Bo . 
证 明 ”因为 开 集 都 是 Borel 集 ， 因 而 充分 性 显然 ， 只 须 证 必要 性 . 不 妨 设 f 是 复 函 数 . 我 
们 将 复数 域 与 R? 等同， 令 
FF={BCR :f/f-1(B)e BY}. 
三 (Be) = (f°7(B)):, 
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11( 0 B;) = 0 fF!(B;). 
可 见 大 是 BR? 中 包含 所 有 开 集 的 o- 代数 .由 于 683 是 最 小 的 包含 所 有 开 集 的 o- 代数 ， 故 
BQ) C 下， 这样， 对 每 个 Borel 集 Be BQ), 必 有 f-1(B)€ Bo ， 2 
据 此 可 知 ， 复 平面 上 两 个 Borel 函数 之 复合 仍 是 Borel 函数 . 事实 上 , 设 六 9:C 一 人 ， 
都 是 Borel 画 数 ， 则 它们 的 复合 fog: C 一 C 定义 如 下 
(f og)(7)= f(g9(7)), vrEeC. 
VBE B23) ，g-1(B)e€ BQ) ， 因 此 ，(fog)-I(B) = 广 !(9 1(B))& B83》 故 joog 是 Borel 函 
引进 一 个 函数 类 后 ， 总 是 要 对 其 进行 运算 ， 因 而 所 考虑 的 函数 类 在 运算 下 的 封闭 性 是 重 
要 的 .比如 连续 函数 的 和 、 差 、 积 仍 是 连续 函数 ， Lebesgue 可 测 函 数 也 一 样 ， 可 以 证 明 ， 对 
Borel 函数 也 是 对 的 . 容易 证 明 
命题 II.2.4 (a) Borel 函数 类 关于 加 法 、 数 乘 及 极限 运算 是 封闭 的 . 即 若 f, 9 是 Borel 函 
数 ,，c 是 常数 , 则 /9 和 cf 也 是 Borel 沁 数 . 若 {fk}?21 是 一 列 Borel 函数 ， im fr(2) = (2), 
VzE 取 ”， 则 上 了 亦 是 Borel 函数 
(b) 设 上 和 9 都 是 实 Borel 函数 ， 则 min{f,g} 和 max{f,9} 都 是 Borel 函数 ， 从 而 
| 有 = max{f, 一 了} 亦 是 Borel 函数 . 这 里 
min{f,9}(7) = min{ f(x), g(x)} ， 
max{f,g}(7x) = max{f (2), 9(7)} ， 
vreR”. 
在 实 变 函 数论 中 ，Lebesgue 可 测 函 数 常 常 转化 成 连续 函数 来 处 理 . 这 种 转化 之 所 以 可 能 ， 
主要 依据 著名 的 Lusin 定理 . 现在 对 Borel 函数 也 可 以 这 样 做 ， 同 样 有 所 谓 的 Lusin 定理 . 
定理 II.2.5 (Lusin) 设 风 是 取 "” 上 的 正则 Borel 测度 ， 忆 EB ，1(E)<+o0o0，f 是 
忆 上 Borel 函数 ， 则 对 任意 正 数 s 存在 紧 集 开 C 瑟 使 得 
(1) nu(E\K)<e, 
(2) f 在 上 连续 . 
证 明 与 实 变 函 数论 中 类 似 ， 主 要 利用 Borel 测度 之 正则 性 . 


II.3 紧 Housdorff 空间 上 的 Borel 测度 


上 市 我 们 介绍 了 维 欧 氏 空 间 上 Borel 测度 的 概念 , 现在 我 们 将 它 推广 到 一 般 的 Hausdorff 
拓扑 空间 上 . 

定义 II.3.1 设 怀 是 一 个 Hausdorf 拓扑 空间 ， 全体 六 的 开 集 生成 的 o- 代数 有 ， 即 包 
含 所 有 开 集 的 最 小 的 o- 代数 ， 称 为 Borel 代数 . B 中 元 称 为 Borel 集 . X 上 1- 可 测 的 函数 
称 为 Borel 函数 . 

开 集 、 闭 集 以 及 ff 型 集 和 G's 型 集 都 是 Borel 集 . 

定义 II.3.2 设 X 是 Hausdorf 拓扑 空间 ， 轨 是 和 上 的 Borel 代数 ,车 几 是 定义 在 8B 上 
的 非 负 值 可 数 可 加 函数 ， 而 且 对 任意 紧 集 玉 有 
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nu(K) < 十 OO ) 
则 称 风 为 X 上 一 个 正 Borel 测 度 . 


定理 II.3.1 设 和 是 局 部 紧 的 Hausdor 作 空间， 如 果 X 中 任何 开 集 G 都 是 o- 紧 的 , 即 G 

可 表 成 可 数 个 紧 子 集 之 并 ， 则 著 上 每 个 正 Borel 测度 都 是 正则 的 ， 即 对 每 个 Borel 集 互 都 有 
XW(B) =inf{Au(G) : G 是 开 集 ,GD 万 } (外 正则 性 ) 
一 Sup{HUL(E) : KK 是 紧 集 ,K C 万 }. (内 正则 性 ) 


证 明 参 见 W. Ruding 第 50 页 . 
和 维 欧 氏 空间 一 样 ， 对 于 Hausdorf 空间 上 正则 正 Borel 测度 ， Lusin 定理 成 立 . 


定理 II.3.2 (Lusin) 设 X 是 局 部 紧 Hausdor 健 空间 ， 风 是 X 上 正则 正 Borel 测度， 万 
有 是 X 中 Borel 集 ，H( 刀 <+oo，j 是 X 上 Borel 函 数 . 则 Ve >>0， 存 在 紧 集 KC 及 XX 
上 连续 函数 g 满足 : 

(1) AGEAN\ 开 ) <<， 

(2) f(x)= 9(x), vr EK. 
(3) sup lg(zx)| < sup |f (2)| . 
rexX zeK 


如 果 X 是 紧 Hausdorf 空间 ， 是 X 上 正则 正 Borel 测度 ， 由 此 定理 可 得 ，C(X) 在 
L?(X,h) (1 < p< co) 中 稠密 .这 里 C(X) 表示 X 上 全 体 连 续 函 数 集合 ， 而 L?(X,4) 表示 X 
上 满足 如 下 条 件 的 全 体 可 测 函 数 之 集合 ， 

fx lfl?rdu < +%. 
需要 注意 的 是 L?(X,1) 中 每 个 元 素 f 不 只 是 一 个 函数 ,而 是 代表 了 与 fy- 几乎 处 处 相等 的 函 
数 的 等 价 类 . 


定理 3.1 和 定理 3.2 的 证 明 涉 及 更 多 集合 论 知识 , 本 书 省 略 不 证 . 有 兴趣 的 读者 可 参见 W. 
Rudinls] . 


与 n 维 欧 氏 空间 不 同 , 一 般 紧 Hausdorff 空间 上 正 Borel 测度 未 必 是 正则 的 , 反例 可 见 W. 
Rudinls] . 


定理 II.3.3 设 凡 是 和 上 ao 有 限 的 正 Borel 测度 ， 则 是 正则 的 当 且 仅 当 对 任何 满足 
1/( 瑟 ) < +co 的 Borel 集 和 任意 的 正 数 6 ， 都 存在 紧 集 KK 及 开 集 G 使 得 KCCG，, 而且 
Mu(G\F)<e. 


证 明 必要 性 设 忆 是 Borel 集 ，J(B)<+oo ,及 se >0. 由 4 是 正则 的 ,可 知 存在 紧 集 
KK 及 开 集 G 使 得 KCcECG 上 且 
HK) > p(B)— $3, 
HA(G) < n(E)+§. 
于 是 ， HGN\ 开 ) =NAG) -AGEK) <=， 
充分 性 对 任何 Borel 集合 五 , 由 于 1/ 是 xc- 有 限 的 , 于 是 存在 巨 之 两 两 不 交 的 子 集 { Ek} 1 
使 得 已 = Bx 而 且 WA( 机 ) < oo ，Vk > 1 .由 假设 ，vVe > 0 ， 对 每 个 Bi ， 存 在 紧 子 集 


Kx C Bx 及 开 集 Gi D Br 使 得 4(Gxr \ Kk)< 训 . 令 GG =U Gn ， 则 G' 2 五 是 开 集 ， 而 且 


34 五 测度 论 概述 


p(B) < uAG) < 二 MGW< 二 CE +) 
一 E 十 》 HKK) 三 < 十 Aim_ 二 wa 
了 小 和 pb， Kx) 

注意 到 局 Kx C 已 是 紧 的 ， 因 而 wp(D Kn) < sup{j(K) : Kc 已 天 是 紧 的 } ， 于 是 有 

sup{4(K) : K cE, 天 是 紧 的 } < NB) < inffu(G) : GD 媚 G 是 开 集 } 

< 和 HU(G') < sup{H( 开 ) : K C BE, 开 是 紧 的 } + =. 

由 < 的 任意 性 ， 

从 (五 ) 


inf{HA(G) : GD 五 ,G 是 开 集 } 
sup{1(K) : KC 已 天 是 紧 的 } 
故 刀 是 正则 的 . 
在 一 般 的 Hausdorf 空间 可 以 定义 实 的 或 复 的 Borel 测度 . 
定义 II.3.3 设 几 是 X 上 Borel 代数 局 上 实 可 数 可 加 函数 ， 且 +co ， 一 00 只 许 取 其 中 
之 一 ， 而 且 对 任意 紧 集 KK ， 有 |A( 开 )| < +oco ， 则 称 风 是 和 上 实 Borel 测 度 . 
设 风 是 妇 上 只 取 有 限 复 值 的 可 数 可 加 函数 ， 则 称 凡 是 X 上 复 Borel 测度 . 
设 刀 是 复 Borel 测度 (包括 只 取 有 限 值 的 实 Borel 测度 ) ， 对 每 个 马 e 8 ， 定 义 
JI() = sap{ 二 In(BD|: { 配 } 息 :是 E 之 可 测 分 划 } ， 


由 测度 的 可 数 可 加 性 可 知 ， > jk(Bxk)| 总 是 收 全 的， 因而 定义 是 有 意义 的 . 仿照 定理 II.1.9 之 
=1 


证 明 ， 可 证 ln| 是 关上 正 Borel 测度 ， 称 之 为 的 全 变 差 测度 ，|u|(X) 称 为 4 的 全 变 差 ， 
记 为 ul| . 

每 个 Borel 实测 度 4 都 可 表 成 两 个 正 测 度 之 差 

WH=ut—p,， 

这 里 ， /+ 和 -分别 是 4 的 正 部 和 人 负 部 . 那么 y+ 和 都 是 正 Borel 测度 . 如 果 yt 和 
都 是 正则 的 ， 则 称 / 为 正则 的 . 

设 / 是 一 个 复 Borel 测度 . 那么 它 的 实 部 与 虚 部 都 是 实 Borel 测度 . 如 果 它 的 实 部 与 虚 部 
都 是 正则 的 ， 则 称 / 是 正则 的 . 

定理 II.3.4 设 和 是 紧 Hausdor 企 空间 ， 风 是 和 上 正则 的 复 ( 实 )Borel 测度 ， 则 |u| 有 是正 
则 的 正 Borel 测度 . 

证 明 首先 证 明 ， 若 ji 和 都 是 正则 的 正 测度 ， 则 + wa 也 是 正则 的 . 

事实 上 ， 对 任何 Borel 集 五 ，a < (+Hm)(B) ， 取 oj < 由 (五 ) 使 得 ol+az=a. 由 jj 
的 正则 性 ， 存 在 紧 集 K; C 马 满足 a; < yi(Kj)，j==1,2. 令 K=KiUK2. 那么 KCEB 是 
紧 子 集 ， 而 且 a= ai+a <pW(Ki)+p2(K2) < pi(KR)+ Ha(K)= (+ 1)(K).. 由 a 之 任意 
性 ， Mi + Ha 是 内 正则 的 . 对 任意 5> (ji 十 12)(B)， 取 0b; > kj(B) 使 得 灵 十 b>。=b. 由 
的 正则 性 ， 可 取 开 集 G; 2 已 满足 1w(G;) < 0b; . 令 G=GiNGs. 那么 GD 已 是 开 集 而 且 
(1 二 Ha)(G) = HG) 十 KW2(G) < Wi(G1) 十 12(G2) < 让 十 加 = 二 5. 由 5 之 任意 性 ，j1 十 2 是 
外 正则 的 . 总 之 ， yi 十 pj2 是 正则 的 . 


| 
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设 1 上 实 Borel 测度 ，yt 和 是 它 的 正 部 和 人 负 部 .如果 4 是 正则 的 ， 则 t+ 和 -都 
是 正则 的 . 因此， |x| = yt+ 二 pj” 是 正则 的 . 


设 /人 是 正则 的 复 Borel 测度 ， ji 和 /ma 分 别 是 / 的 实 部 和 虚 部 . 那么 jt 和 12 都 是 正 
则 的 . 因此 ly| 和 ua| 都 是 正则 的 .对 每 个 Borel 集 忆 ,由 4 是 复 测度 ，|uj|(2) < +eo . 
因此 ， ve > 0 ， 存 在 紧 集 KK C 一 及 开 集 G DB 满足 (pi| 十 |12|)(G \ K) < = .因此 
nl(G\K) < (ml+|p2l)(G\K)<e. 由 的 任意 性 ，|u| 是 正则 的 . < 


定理 II.3.5 设 怀 是 紧 Hausdor 纤 空间 ， 那 么 上 正则 的 复 Borel 测度 全 体 AM(X) 按 

证 明 ”为 证 明 此 定理 ， 我 们 需要 证 明 两 件 事 : 

( 人 ) 是 线性 空间 . 

(二 ) liul| = IGCC) 是 范 数 . 

下 面 我 们 分 别 证 明之 . 
(一 ) M(X) 是 线性 空间 注意， 测度 的 加 法 和 数 乘 定义 如 下 : 
(11 十 42)(E) = MI (五 ) 十 Na 人 五) ， 
(am)(E) = oanu(E) ， 
VE EB,，Vhi,h2E M(X) 及 Va eC .显然 ，ay 是 正则 的 . 因此 ， 我 们 只 须 证 明 ji 十 Ha 
是 正则 的 . 我 们 分 两 步 完成 

第 一 步 ” 设 ui 和 12 都 是 实 的 其 Jordan 分 解 为 1 二 1 一 kT ，12 = 二 /3 一 LW3 .那么 
1 ，K7 ，j 二 1,2，, 都 是 正则 的 . 于 是 好 十 号 和 pi 十 Kz 都 是 正则 的 . 对 每 个 Borel 集 互 ， 
ve > 0 , 存在 紧 集 KC 已 和 开 集 G > 台 满 足 (pi +12)(G\K) < 和 和 (UT 二 AM)(GN 开 ) < 生 ， 
于 是 | +pol(G\K) < (pt +H2)(G\K)+ (pT tu)(G\K) <e. 记 p=Wm+p2, k= 
是 它 的 极 分 解 . 那么 jt(G\K)<In(G\K)<e， WW (G\K)<In(G\K)<e. 所 以 yt 和 
41” 都 是 正则 的 . 故 ji 十 12 是 正则 的 . 

第 二 步 设 ji 和 2 都 是 复 的 , 令 ji =HMR+ir ， 2 二 J2R 十 iW27 ， 其 中 HR 和 Ai 
分 别 是 1 的 实 部 和 虚 部 ，7 = 12. 那么 jiR 十 JW2R 和 jir 十 jw21 分 别 是 ji 十 2 的 实 部 与 虚 
部 .由 前 段 知 ， 它 们 是 正则 的 . 故 ji 十 12 是 正则 的 . 

(二 ) lwll 全 In(X) 是 范 数 . 

(i) 显然 ，|lnl| > 0， 而 且 lnl| = 0 当 且 仅 当 /=0. 

(i) Vu.e M(X), a EQ,, 

laxll = |axl(X)= sup{ 人 : {Bj;} 和 2 是 XX 之 可 测 分 划 } 
洗 


= sup{ > Jaln(B)| : {加} 和 2 是 XX 之 可 测 分 划 } 
产 
=|alsup{ 沁 (BB) : { 妃 ) 守 1 是 X 之 可 测 分 划 } 
和 
= lalmlCo = |allul. 


(ii 设 1， H2 € M(X) S 
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| 十 pzll = la + p2l(X) 
= sup{ 2 [pn1 十 J2)(By)| : {2B;} 和 1 是 XX 之 可 测 分 划 } 
三 


< sup{ 志 (la( 囊 )|+ ua( 羽 ) : {Bjj 宕 1 是 X 之 可 测 分 划 } 
< sup{ > (jul(B) 十 |4al(B;)) : {Bj} 和 1 是 X 之 可 测 分 划 } 
= sup{S ll ) + DleallB )) :,{ 妃 } 窟 1 是 X 之 可 测 分 划 } 


= al(X ) + Iu2l(X) 
= pl + pzll. 
可 见 lul| 确实 是 M(X) 上 的 范 数 . 0 


为 了 证 明 MM(X) 完备 ， 我 们 需要 一 些 准备 ， 设 Y 是 线性 赋 范 空间 ， 序 列 {zn}? CY 称 
为 可 和 的 ,和 若 二 zn 在 Y 中 收 僵 ， 即 (人 zn}%_1 是 Y 中 的 收敛 序列 ; 序列 {znj CY 称 
为 绝对 可 和 的 ,车 二 Jenl < +oo ， 

命题 II.3.6 线性 赋 范 空间 YY 是 完备 的 当 且 仅 当 了 中 绝对 可 和 序列 都 是 可 和 的 . 

证 明 必要 性 , 设 {zn}8 1 CY 是 绝对 可 和 的 , 即 2 zall < 十 wo .对 任何 k, my > m， 

[a a 2 m+i znll. 
k 
可 网 {2 zn} 是 了 中 的 Cauchy 列 ， 而 Y 是 完备 的 ， 故 { 完 zn} 收敛 . 
充分 性 设 {zm}%21 是 Y 中 任何 Cauchy 序列 , 往 证 它 收 全 为 此 只 须 证 它 有 收敛 子 序列 . 
由 假设 ， 对 每 个 ie N ， 存 在 mw ,使 当 m > ni， 
zm 一 zw < 1/2,i = 1,2,... 
不 失 一 般 性 可 设 nl < na <…. 于 是 
> | zni| < 2 2 << 十 co ， 
即 {aa 5 Tni}l 是 绝对 可 和 的 ， 从 而 是 可 和 的 . 故 2 Cnn A nis) 二 mmN+l Cni 是 收敛 
的 ， 亦 即 {zz}521 的 子 列 {znw}3-1 收敛 ， 0 

定理 II.3.7 MM(X) 是 Banach 空间 . 

证 明 只 须 证 明 完备 性 ， 设 {/m} 名 1 c M(X) 是 绝对 可 和 的 ， 即 沁 nll < +oo ,于 是 
对 任意 EeB， > lun(E)| < > ll < 十 oo . 定义 


H(E) = | Hn(E). 
那么 4 是 Borel 代数 B 是 取 值 为 复数 的 函数 为 证 4E M(X) ， 只 须 证 4 是 可 数 可 加 的 . 
设 {Bk}&1 C8 是 两 两 不 交 的 ， B=U Ek .由 于 


> Dea) < 二 二 lol = lpnl(B) < Pil < to0, 


n=1 k=1 


所 以 oo oo oo oo oo oo0 
HB)= 3 pn(B) = > pn(B1)= YY tmlBe) = ) p(s). 
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记 
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下 面 证 明 lim I Dl =0. 
由 于 沁 nll < +o0 ， 对 任意 正 数 =。 ， 存 在 N 使 得 当 m > 和 时， 沁 lx <e. 此 


时 ， 


a Dp = p00) 

-pS 让 : {如 } 和 1 是 X 之 可 测 分 划 } 
= sup{ 如 | 于 Ar 人 四 | {局 ] 各 1 是 X 之 可 油分 旭 ) 
< on 全 ， ja 局 ) : { 局 } 沪 是 X 之 可 测 分 划 } 

= sup{ 大 半 ul( 本 ) : {)] 入 1 是 X 之 可 油分 划 ) 

= sup{ > unlCO : {jj 入 1 是 X 之 可 测 分 划 } 

= 5 lll < < 


故 jn 收敛 于 1， 根据 命题 了 3.6 ，M(X) 是 完备 的 . 。 
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练习 题 


1 设 六 是 一 个 非 空 集合 ，X1，X2, … Xn 是 X 的 有 限 个 非 空子 集 ， 写 出 由 {Xj;}?_1 生成 
的 o 代数 . 

2 设 X 是 一 个 非 空 集合 ， /是 X 上 的 一 个 实 值 函 数 ， 且 {f(z) : zs X} 是 有 限 集 ， 写 出 
使 f 可 测 的 最 小 的 o 代数 

3 设 X 是 一 个 非 空 集合 ， /是 X 上 的 一 个 实 值 函 数 ， 写 出 使 f 可 测 的 最 小 的 o 代数 . 

4 设 X 是 一 个 非 空 :集合 ， 万 , 户 是 X 上 的 两 个 实 值 函数 写 出 使 刻 和 fo 都 可 测 的 最 小 的 
o 代数 . 

5 用 Lebesgue 基本 定理 证 明 : 对 任意 非 负 实数 {ai,;} 吕 -1 有 > > Qi,j = 2 > Qi ， 


6 设 (X, 太 ) 是 一 个 可 测 空间 ， 是 其 上 一 个 有 限 正 测度 . 对 1<p<co， 记 
L?(p) = {f : f 是 X 上 几乎 处 处 有 定义 的 可 测 的 复 值 防 数 ， 且 |f|? 可 积 } . 
对 f, gE?(p) ， 如 果 f(z) = g(z) ， 四 -ae ， 则 记 为 1 =g， 定义 
上 = (fx lfl?dp)Y? , vf erL?(p). 
证 明 : L?(1) 是 一 个 Banach 空间 . 
特别 的 ， 到 (AU) 是 一 个 Hilbert 空间 ， 
利用 Levi 定理 和 Riesz 表示 定理 证 明 下 面 两 个 定理 . 
定理 A(Radon-Nikodym) 设 凡 和 vw 是 可 测 空 (X, 大) 上 两 个 有 限 正 测 度 ，v 之 4. 证 
明 : 存在 X 上 /- 可 积 的 非 负 函 数 f 使 得 v(E)= [sfdn,， VEEf. 
定理 B(Lebesgue) 设 4 和 vw 是 可 测 空间 (X， 和 人 证 明 : 存在 唯一 一 对 
有 限 正 测度 vec 和 vs 满足 : Vac hh, Ve lhHv= vactrs. 
提示 : 对 (1 十 v) 上 有 界线 性 泛 函 p() = 几 jd ，Vf E (1 十 v) ， 用 Riesz 表示 定理 . 
设 44 和 vw 是 可 测 空间 (X, 开 ) ie 证 明 v 之 当 且 仅 当 对 Ve > 0 ， 
36 > 0 使 得 ， 对 任意 轧 E 下 ,如果 1(E)<5, 则 wv(B)<e. 
设 m 为 实数 轴 臣 上 Lebesgue 测度 , f € Li(m). a Borel 集 加 定义 1(E) = [5 fdm. 
证 明 : /是 到 上 一 个 有 限 Borel 测度 , 而且 nl(8)= fs|fldm,， vBE. 
设 / 是 可 测 空间 (X, 和 大) 上 有 限 实测 度 , 4 = pj 一 4- 是 它 的 Jordan 分 解 . 证 明 : HU+ 上 /- . 
设 4 是 可 测 空间 (X, 大) 上 有 限 正 测度 . 对 ,了 EE 厂 , 如 果 1(BAFR) =0, 则 记 为 B= 卫 ， 
这 里 AF = (B\F)U(F\B). 证 明 : 
(1) 对 加 ,PE 下 ， 定义 p(B, 了 ) = p(BAF). 那么 p 是 下 上 一 个 距离 . 
(2) 2(p) 是 可 分 的 当 且 仅 当 距离 空间 (,p) 是 可 分 的 . 
12 设 / 是 到 ”上 正 Borel 测度 ， 且 存在 紧 集 X 使 得 LU(X) = A( 了 ") ==1. 证 明 : 存在 紧 集 KK 
满足 : 
(1) pu(K)=1. 
(2) 对 任意 的 紧 的 真子 集 K ，1(K)<1. 
13 举例 说 明 存 在 有 界 闭 区 间 [0,1 上 正 Borel 测度 / 满足 : 
(1) suppw = [0, 1]. 
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(2) 人/ 关于 Lebesgue 测度 m 是 绝对 连续 的 . 

(3) m 不 关于 绝对 连续 . 
14 举例 说 明 存 在 [0, 2] 上 连续 奇异 正 Borel 测度 / 使 得 suppw = [0, 2] . 
15 举例 说 明 存 在 [0, 1] 上 连续 的 正 Borel 测度 ji 和 /2 满足 : 


(1) 
(2) p11 pK2. 


supph1 = SuppHa = [0, 1] . 


(3) p11 十 kK2 二 4， 这 里 4 是 [0,1] 上 Lebesgue 测度 . 
16 证 明 到” 上 每 个 有 限 的 正 Borel 测度 都 是 正则 的 . 


提示 : 令 9 = {EB 
明 9 是 包含 全 体 
17 证 明 下 面 定理 : 


: inf{A(Z) : V 是 开 集 ， 且 CV} = sup{H( 开 ) : 天 是 紧 集 ， 且 K CB}} .证 
开 集 的 一 个 o 代数 . 


Egorof 定理 : 设 1 是 紧 Hausdoff 空间 X 上 正则 的 正 Borel 测度 ，{ 扩 }%>21 是 X 上 一 列 
几乎 处 处 收敛 于 f 的 Borel 函数 . 证 明 : ve > 0 ， 存 在 闭 子 集 满足 ， nu(X\F)<e 且 
{fn}?2i 在 上 一 致 收敛 于 f. 

Lusin 定理 : 设 X 是 紧 Hausdoff 空间 ， 其 每 个 开 子 集 都 是 o- 紧 的 . 令 4 为 XX 上 一 个 正 
Borel 测度 . 如 果 了 是 X 上 可 测 的 实 值 函数 ， 则 对 任意 s > 0 ， 存 在 闭 子 集 耳 满足: flr 
连续 ， 且 HU(XANF)<e， 


第 三 章 ” 几 个 基本 结果 


III.1 商 空间 及 对 偶 定 理 


设 3 是 一 个 非 空 集合 ， 已 表示 5S 中 元 素 之 间 的 某 种 关系 ， 若 x, y E 9 具有 这 种 关系 ， 
记 为 zRy . 例如 全 体 实数 到 是 集合 ，“=” 表 示 两 个 实数 之 间 的 关系 ，“ ”也 表示 一 种 关 
系 . 再 如 平面 上 全 体育 线 是 一 个 集合 ，“ (平行) 也 是 一 种 关系 ，“ 上 ”( 垂 直 ) 也 是 一 种 关 
系 ，“ 相 交 ”也 是 一 种 关系 .在 各 种 关系 中 ， 我 们 感 兴趣 的 是 所 谓 的 等 价 关 系 . 


定义 III.1.1 集合 3S 上 的 关系 已 称 为 等 价 关系 ， 如 果 


(a) vr €S, rRz, ( 反 身 性 ) 
(bp) 车 ZRy ， 则 yRz ， (对 称 性 ) 
(c) 若 zRy, yRz ， 则 ZRz. (传递 性 ) 


比如 ， 了 到 上 的 一” 是 等 价 关系 ,但 “>” 不 是 等 价 关 系 ,， 平面 直线 间 的 “||” 是 等 价 关系 ， 
但 “上 ”不 是 等 价 关 系 . 
设 忆 是 集合 9 上 的 一 个 等 价 关 系 ，Yz ES ， 令 
[zx] = {y € S$;yRz}, 
例如 ， 在 平面 上 全 体 直线 集合 中 , 令 io : y = 0 表示 实 轴 ， 则 其 在 平行 关系 下 等 价 类 为 
[ol = {1:y 二 C( 常 数 ); C & 到 } . 
设 X 是 线性 空间 ，M 是 X 的 子 空间 定义 X 上 关系 已 为 : zRy 表示 z-yeM. 容 
易 验证 R 是 一 个 等 价 关 系 . 给 定 ze XX ， 其 陪 集 为 
[z] =z+MSfz+yi VE M}. 
现在 我 们 考虑 X 中 所 有 元 的 陪 集 做 成 集合 ， 记 为 X/M .在 其 中 可 以 定义 运算 
四 十 网 = 区 二 中， 
alz] = [az] ， 
Vx, yeES a € C .容易 验证 ， 按 这 样 定义 线性 运算 ，X/M 也 是 线性 空间 ， 称 为 X 关于 MM 
之 商 空间 . X/M 中 零 元 就 是 0e X 所 在 的 等 价 类 [0] ， 即 M. 从 X 到 商 空间 X/M 有 一 个 
自然 映射 +: XX 一 X/M ， 
A(z) = [z] ， 
vzEeX .显然 7 是 线性 映射 通常 称 7 为 自然 同 态 . 
如 果 X 是 线性 赋 范 空间 ， M 是 X 之 闭 子 空间 ， 如 上 产生 的 商 空 间 X/M ， 也 可 以 赋 以 
范 数 ， 使 之 成 为 线性 赋 范 空间 ， 定 义 
[zll = inf{llyl| : y € [2]}. 
由 等 价 类 定义 实际 上 也 有 
lm = infflz — ml : m € M} S dist{x, M}. 
zj 确实 是 X/AM 上 的 范 数 . 
G) |lz] 0， 县 |x =0 当 且 仅 当 [z] =0. 
只 须 证 | 四 | =0 之 四 =0,， 即 zeM. 由 定义 存在 ye M 使 Jz-ynl| 一 0. 而 人 M 是 


往 证 
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闭 的 ， 故 ZEM. 

(二 la = lellllzlll ， 对 任意 ws . 

事实 上 ， 对 任何 a 了 0， 

lalzll = llezlll = inf{llyll;y € laz]l} = inf{llazll;z € [2]} 

= inf{lalllzll;z € [2]} = lol inf{|lzll;z € [x]} = lallllzlll. 
C3) |[z] + wlll < lel + lll . 
由 省 定义 ，ve > 0 ， 存在 xz1€ [zj, we 加, 使 
zil| < lzlll + 8/2, 
yill < ylll + /2. 


从 而 
zi1t+ yl < zill + ly < zlll + ly +e. 
由 于 zi 一 TE My 一 yE M， 所 以 (zi+m)-(z+ 放 EM 故 z+we[z+ 可 ， 从 而 
[z+ [y= lz +yl < lz +wyl < lalll + lylll =e. 
而 = 是 任意 的 ， 所 以 
[z] + [ylll < lalll + yl . 
总 之 ， 中 [] 确实 是 XX/M 上 的 范 数 ， 通 常 称 之 为 商 范 数 . 
这 里 需要 注意 的 是 M 必须 是 闭 的 . 否则， 不 能 由 ||[zj = 0 得 出 [zj]=0, 即 zeM. 
若是 线性 赋 范 空间 ， 7 : X 一 X/M 是 线性 压缩 映射 ， 即 
|r(z 咱 = 站 ls llzll ， 
vzEX. 因而 r:X 一 X/M 一 定 是 连续 的 . 
定理 III.1.1 设 和 是 Banach 空间 ，M 是 X 闭 子 空间 ， 则 X/M 亦 是 Banach 空间 . 
证 明 只 须 证 明 X/M 是 完备 的 . 由 命题 I.3.6 ， 又 只 须 证 明 X/M 中 任何 绝对 可 和 序列 
都 是 可 和 的 . _ 
设 { 思 JSCXAM 使 fall < +oo. 由 XX/M 中 范 数 定义 ,可取 zx, 使 fh = [zn]， 


且 izall < 2 所 | . 于 是 于 zall <+% . 而 XX 是 Banach 空间 由 命题 IL3.6 ， zn 收 
次 三 六 n=1 


sl 


N N 
[2%21 fn ~ lll = |[2 zn 一 名 | 和 | 2 镍 一 0, 当 N 一 oo. 
故 沁 所 = 团 . 。 
以 下 总 假定 X 是 Banach 空间 ，X* 表示 X 的 对 偶 空间 , 阁 忆 是 X 之 子 空 间 ， 令 
Et = {x* €X*;7x*(r) =0,vzr € E}, 
称 为 马 在 X* 中 的 零 化 子 . 容易 证 明 B+ 总 是 X* 中 的 闭 子 空间 . 关于 它 有 如 下 简单 事实 成 
Y: 
lo E+ = pt, 
这 里 五 表示 五 之 闭 包 . 
2” E+ ={0} 当 且 仅 当 瑟 在 X 中 稠密 ， 即 一 =X. 
若是 X* 之 子 空间 , 令 
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t+F={reX;r(r)=0, vr €F}, 

称 为 在 六 中 零 化 子 ,， 易 见 -F 是 XX 中 闭 子 空间 .关于 它 亦 有 

1* t+F=tF. 

2* 当 义 自 反 时 ，- 卫 = {0} 当 且 仅 当 在 X* 中 稠密 . 

注意 这 里 2* 当 X 不 自 反 时 ， 必 要 性 不 真 . 例如 取 X = 01 ， 则 X* = LX[0,1]. 令 
已 = 0[0,1]. 这 时 -={0 , 但 f= Cl[0,1] 不 在 ZI0,1H 中 稠密 ， 为 什么 会 有 这 种 事情 发 
生 ? 主要 是 X* 中 弱 * 拓扑 闭 包 与 范 数 闭 包 不 同 . 

给 定 一 个 Banach 空间 XX， 及 闭 子 空间 M ， 得 到 商 空 间 X/M . 它们 的 对 偶 空 间 应 有 一 
种 关系 . 下 面 的 对 偶 定理 清楚 地 描述 了 这 种 关系 . 

定理 III.1.2 设 X 是 Banach 空 间 ，M 是 和 之 闭 子 空间 ， 则 

(i) M* 与 X*/AMT7 等 距 同 构 . 

(ii) MJ- 与 (X/M)* 等 距 同 构 . 
所 谓 两 个 Banach 空间 X, 了 等 距 同 构 ， 即 存在 六 到 站 的 连续 线性 映射 ， 它 既是 单 射 的 也 
是 满 射 的 ， 而且 是 等 距 映射 ， 即 |r(z)jl = | 上 z| ，vYz EX. 


证 明 (i) 设 feM*，, 则 了 是 MM 上 连续 线性 汉 函 .由 Hahn-Banach 扩张 定理 ， 存 在 
FeX*, 使 f(z)= f(z)， VzEM, 且 | 丰 = 用 . 假设 Fe X* 是 f 的 男 一 个 扩张 即 
F(z)= fz), vzeEM. 则 

(FPF—-F)(z)= F(z)—- F(z)=0, vreM. 
即刻 -了 € M+ ,从 而 FY & [fF] € X*/M- .这 说 明 每 个 f & M* 唯一 确定 一 个 元 [站 < 
X*/M- ， 其 中 下 是 了 之 扩张 . 定义 7: M* 一 XML 如 下 : 
7(f) = [Ff], 
vf Ee M* ,这 里 了 是 f 的 扩张 显然 7 是 线性 的 如果 7(f) = 四 =0， 即 零 泛 函 亦 是 f 的 
扩张 则 f = 0. 所 以 7 是 单 射 . 往 证 7 是 满 射 的 . 设 站 < XML , 任 取 六 € [If], 令 
f=WIM. 则 feM*. 而 FW 是 了 的 扩张 于 是 7r( 力 =[E]= [四 可见 7 是 满 射 的 . 
下 面 证 7 是 等 距 的 . 设 feM*, 则 YPm es[ 四 =r(j 是 了 的 扩张 ， 故 
[7 DN = AN = if 人 sE 关 | 
设 碑 是 了 之 保 范 扩张 ， 则 
7 =< 二 则 . 
总 之 ，]I7( 有 ) 咱 = .因而 7:M* 一 X*/M- 是 等 距 同 构 . 
(i 设 fe Mt， 定义 
fllz]) = f(z’), Vr’ € [x] € X/M. (1.1) 


若 又 有 ze [x], 则 xz” -ze M. 于 是 f(x” 一 z)=0，, 即 f(z”)= f(z')， 这 说 明之 定义 
是 完善 的 . 易 见 f 是 X/M 上 线性 泛 函 ， 而 且 
F(a)l=|f(z) < HFNz Nl , Ve’ € 四， 
故 
ID < Anglzl :ms 四 = lalll .这 说 明 fe€ (X/M)* ,而 且 
MA < NA. 


定义 映射 J: M- 一 (X/M)* 为 
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7(f)=f,， 
vf e M+ . 这 里 了 由 (1.0) 确定 . 易 见 了 是 线性 的 单 射 ， 往 证 J 是 满 射 对 Fe (X/M)* ， 
定义 
f (2) = P([2]) ， 
Vz EX . 易 见 f 是 线性 的 ， 而且 
(f(z)| = |F([zD)| < HF el . 
可 见 了 是 连续 的 , 且 省 < 看. 当 zeE M 时，[z]=0, 故 


/am=F=o 
于 是 fe ML ， 又 由 天 的 定义 可 见 ， 广 = 亚 ， 即 
1(/)=F. 


于 是 是 满 射 的 ， 又 由 前 述 可 见 
EINE 
故 |7(P = 7 ， 即 了 是 等 距 。 


III.2 Stone-Veierstrass 定理 


在 数学 分 析 中 大 家 就 知道 Weierstrass 通 近 定理 ， 闭 区 间 [a, 8] 上 的 一 个 连续 函数 可 被 一 
个 多 项 式 序列 一 臻 逼近， 而 且 它 可 以 很 容易 推广 到 了 到” 中 紧 子 集 9 上 任何 连续 函数 .到 1937 
年 ， Stone 把 这 个 结果 推广 到 一 般 紧 的 Hausdorf 空间 X 上 的 连续 函数 .后 人 把 这 个 结果 称 
为 Stone-Weierstrass 定理 . 这 是 一 个 非常 重要 的 基本 定理 . 尤其 在 今天 ， 计算 机 的 广泛 应 用 ， 
由 多 项 式 来 通 近 一 个 连续 函数 更 有 实际 意义 ， 这 节 就 介绍 这 个 重要 结果 . 
定理 III.2.1 (Urysohn 引 理 ) 设 X 是 紧 Hausdorff 空间 ，A, B 是 中 不 相交 闭 集 ， 则 
必 有 所 上 实 值 连续 函数 上 ， 使 0<f<1l 上 且 
-1 当 zZeE 4， 
0， 当 xeEeB. 
证 明 可 参见 W.RudinD] 第 39 页 . 
这 里 我 们 对 紧 度 量 空 间 情 形 给 出 一 个 简单 构造 . 设 p 是 X 上 度量 ， 因 4,B 是 不 相交 闭 
集 , 故 p(4,B)>0. 令 
2(Z) = 全 知 . VZ E X. 
其 中 
p(A,B)= inf{p(z,y): XE A,ye€e B}. 
则 wp 是 上 连续 函数 ， 且 p> 0. 此外， 
>1， 当 zE4， 


4 二 0， 当 xeB. 


全 
f(z) =min{elz), 1 ， 
YzEe 和 . 则 上 即 为 所 求 ， 
Urysohn 引 理 有 一 个 重要 推论 . 
推论 III.2.2 设 针 是 紧 Hausdorff 空 间 ，K 是 久 的 紧 子 集 ，G1,…,Gn 是 和 的 开 集 ， 
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Re Oey 则 存在 关上 连续 函数 h; ，1<j<n，, 满足 0<hi<xe,， 具 
> hs(z) =1, 
六 
vz EK .其 中 Xa; 表示 Gj 之 特征 函数 ，j = 二 1,…,n. 
证 明 对 任何 ze 天 ， 必 有 某 个 7 ，1<7J<n， 使 ze G;. 由 定理 1.4.8 存在 x 之 开 邻 
域 V. ， 具 有 紧 闭 包 V。， 使 
rEV CV CO. 
当 x 取 遍 到 ， 所 有 如 此 的 Ve 形成 KK 的 一 个 开 和 覆盖. 由 于 KK 是 紧 的 ， 存 在 有 限 子 覆 盖 
gm Ee 2 根据 Urysohn 引 理 ， 存 在 X 上 连续 函数 方 ，0< 方 1,， 且 


Teme Ks 
方 二 ) 一 1,.…,N. 


0,7¢G; 这 
定义 
hi= ffi, 
hz = (1— fi)fo, 


hn = (1— A) (1— fan fn 
则 hj; 是 X 上 的 连续 函数 , 且 0<hj<xo,j=1,…,n. 又 
271h; =1— (1 f)(1— f2):…(1— fn). 
而 当 z€ K ， 必 有 某 个 ;, 使 z€ K; . 于 是 fj(x) = 1. 从 而 
D7 h(x)=1. 到 
可 以 证 明 Urysohn 引 理 及 其 推论 对 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 也 成 立 . 为 了 叙述 方便 ， 我 们 
引进 Banach 代数 及 C”* 代数 概念 . 
定义 III.2.1 设 A 是 数 域 K 上 的 Banach 空间 , 而 且 A 上 有 来 法 运算 ， 即 对 任何 
f,gEA，, 必 有 fg€E 与 之 对 应 ， 且 满足 如 下 算 律 : 


(1) (fg9)h= f(gh), (乘法 结合 律 ) 
(2) (f +9)h= fh+gh, f(g+h)= fgt+ fh, (乘法 对 加 法 分 配 律 ) 
(3) (af)g = f(ag)= a(fg),， 
(4) lfgll < lfllllgll , 

对 任何 f,g,hE A,aEkK. 称 A 是 一 个 Banach 代数 . 
若 存 在 元 eE A 使 


(5) ef = fe=], vfeld, 
称 e 是 A 之 单位 元 . A 称 为 有 单位 元 代数 .车 还 有 

(6) fg= 9f,vf,g€ A, 
称 A 是 交换 的 Banach 代数 . 

定义 III.2.2 设 A 是 数 域 K 上 的 Banach 代数 ，B 是 A 之 子 集 , 车 Vf,g€E B,aeEK,， 
总 有 f+g,fg,af EB， 称 6 是 A 之 子 代 数 . 

车 进 一 步 还 有 ，VfnE Bn=1,2,…, 所 一 州 一 0，n 一 0o0, 必 有 feB, 称 B 是 A 
之 闭 子 代数 . 
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设 X 是 Banach 空间 ，dimX > 1，L(X) 就 是 一 个 有 单位 元 但 非 交 换 的 Banach 代数 . 
而 X 上 全 体 紧 算 子 C(X) 就 是 C() 之 一 个 闭 子 代数 
定义 III.2.3 设 AA 是 复数 域 C 上 Banach 代数 . 若 A 中 存在 对 会 运算 *: f+， 满 
足 如 下 算 律 : 
(1) (f°) =f, 
) (f +9 =f*+9", 
) (af)* = af”, 
4) (fg)” =9°f*,， 
) HFA = A ， 
则 称 A 是 一 个 C* 代数 . 
设 7t 是 一 个 复 的 Hilbert 空间 ， 则 LA(K) 就 是 一 个 有 单位 元 的 C* 代数 ， 其 中 对 合 运 算 就 
是 算 子 的 “伴随 ”. 
设 X 是 紧 的 Hausdorff 空间 . 用 C(X) 表示 X 上 全 体 连续 函数 集合 ，Cr(X) 表示 X 上 
已 知 按 逐 点 定义 的 加 法 ， 数 乘 及 上 确 界 范 数 ， C(X),CR(X) 分 别 是 
、 或 实 Banach 空间 . 若 在 C(X)( 或 CR(X)) 中 定义 运算 
(f9)(7) = f(z)g9(7), Vr EX, 
对 Vf,g EC(X)( 或 Cr(X)) .可 以 验证 C(X) 和 Cr(X) 分 别 是 复 和 实 Banach 代数 . 对 f € 
C(X), 令 


(2 
(3 
( 
(5 


f°(7) = f(72), Ve EX, 
这 里 f(z) 表示 f(z) 复 共 轿 ， 易 验证 C(X) 按 此 对 合 运算 成 为 C* 代数 . 
定义 III.2.4 设 铸 是 紧 Hausdorff 空间 ， 5 是 CR(X) 子 集 ， 车 对 f,g€E5 总 有 
fAg= min{f,g9}, f Vg = max{f,g} 
都 在 9 中, 称 5 是 CR(X) 的 格 . 
引 理 III.2.3 设 4 是 CR(X) 中 的 格 ，f E CR(X) ， 若 对 任何 p,q E X,e > 0 ， 总 有 
fvaE4 使 
|f(p) — foal(p)| < &, |f(9) — fra(D| <s， 
则 fe 有 A， 这 里 4 表示 4 之 范 数 闭 包 
证 明 取 定 。>0，, 对 p,q9€E XX ， 定 义 集合 
Wopg = {x € X; fpalx) < f(r) +e}, 
Wa = {re X; foslw) > fo) -oa} . 
由 广 js 的 连续 性 ， 可 知 Wg, Vos 丝 为 开 集 ， 由 假设 ，p,q e Ws n Vos .固定 ve X ， 开 集 
族 {Wopg;pP & XX} 覆盖 XX ， 因 关 是 紧 的 ， 存 在 有 限 子 覆盖 {Wg;% = 1,…,m} .注意 到 
万 (z) < f(x) + e, zr € Wpg ， 
fora(¥) > f(7) — 8, 3z € Vorq ， 
k=1,.…,m. 令 fo(x) = min{ fyra(2),, foalt)}, VirEX, VW = 人 Vorq. 则 fo€ 4A,ge 
.而 
fal7x) < f(z)+e,vr EX, 
fa(x) > f(z) — se, Bz € Vi. 
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开 集 族 {Vs,q € X} 覆盖 了 X ,存在 有 限 子 覆 盖 {VYo 7 == 1,……,n}. 令 f(z) = max{fa (2),…, fa,(2)}， 


vzrEX， 则 fe 4, 而且 
f(z)—e < f(r) < f(r)+e,vrEX. 
所 以 
|fe—f|<e. 
而 = 是 任意 的 , 故 f eZ. 


显然 ， 如 果 对 Vp,g EX ， 痢 有 fog E 4 使 fg(p) = f(p), foal(q)=f(q),， 则 feE4. 
引 理 III.2.4 CR(X) 之 闭 子 代数 4 是 一 个 格 . 


证 明 对 任何 f,g Ee Cr(X) ， 总 有 
fvg=3I(f +9)+|f — gl], 
fAg= 3[(f +9)—|f— gl. 
4 是 子 代数 ， 可 见 为 证 4 是 格 ， 只 需 证 对 任何 fe 4 , 必 有 |fle4. 
设 上 用 = M ， 由 经 典 Weierstrass 逼近 定理 ， 存 在 多 项 式 pn( 在 [-M,M] 上 一 致 收敛 
于 连续 函数 p(t) = |t| ， 即 对 每 个 ne IN， 
[pn(t) — p(t)| < vite[-M,M]. 
由 于 Yz EX, f(z7)e |-M,M]，,， 故 
[pa(f(2)) — |fl(z)| < . 
从 而 jpa( 让 一 1 一 0, n 一 oo ,不妨 设 ps 是 常 系数 为 0 的 多 项 式 (否则 ， 注 意 pa(0) 一 
p(0) =0， 以 pn 一 pn(0) 代替 pn 即 可 ) ， 则 pn(f)e A4， 从 而 |fle A4=4. < 


定义 III.2.5 C(X)( 或 CR(X)) 子 集 4 称 为 分 离 对 中 点 ， 如 果 对 任意 Z1，Z2 E X,Y1 基 
Z2 ， 必 有 fEA，, 使 f(z1) 了 f(x2). 


定理 III.2.5 (Stone-Weierstrass 定理 ) 设 X 是 紧 Hausdorff 空间 ， A 是 CR(X) 的 闭 子 
代数 ， 分 离 久 中 点 ， 则 或 4= CR(X) ， 或 存在 ZoEX 使 4={jecCn(X)iJzo)=0). 


证 明 分 两 种 情形 
(一 ) 对 每 个 zeE 针 ， 总 有 ge 44 使 g(x) 关 0. 这 时 必 有 4= Cr(X). 
由 于 4 分离 X 中 点 ，VYzl Za EX XZ1 关 x2 ， 必 有 JEs4，, 使 f(z1) 关 f(x2) .不 失 一 般 
性 ， 可 假定 f(x1) 才 0， f(x2) 0. 若 不 然 ， 不 妨 设 
0= f(z1) < f(x2). 
注意 ， 存 在 g& 4, 使 g(x1) 关 0. 因 4 是 线性 的 ， 可 假设 g(x1) > 0. 可 取 aw > 0， 使 
agll < 击 f(z2). 令 =f+ag. 则 
f(z71) FA0, f(x2) #0, Hf (zr1) Ff (72). 
对 任何 实数 rmi, r。 ， 往 证 存在 eA ,使 
F(z1)=71, F(x2) = 72. 
事实 上 ， 以 a, 6 为 变量 的 方程 组 
af(z1) + Bf*(21) =71 
af(z2) + Bf*(22) = 72 
的 系数 行列 式 为 
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| PC | = Fe) fos) ~ flan) f(a) 
= f(z1)f (x2)(f (22) — f(71)) #0. 
因而 方程 组 必 有 人 解 (a, 5) . 这 样 取 下 = af 十 8f? 即 可 . 
于 是 对 任何 es Cr(X) 及 任何 p, qe 久 ， 由 前 述 存 在 Fe A ,使 
ED) = 9(p), FE = 9(9). 
再 由 引 理 III.2.3 及 II.2.4， 可知 pEA. 故 A= CR(X). 
(二 ) 若 存在 一 点 zosX ,使 f(x0)=0, vfe4A, 则 A= {feCr(X), f(xo0)=0}. 
只 需 证 ， 等 式 左边 包含 右边 ， 令 
B={A+/f;f eA4,AMeR}. 
易 见 B 是 Cr(X) 的 子 代数 而 且 分 离 X 中 点 . 设 和 ER, fn€ 4,n=1,2,.…, 和 n+ 及 一 9g. 
则 ge Cr(X). 往 证 ge B .注意 g 可 表 为 
9 = g(x0)+ [9g— g(xo)]. 
9g(zo) E 取 ， 只 需 证 g 一 g(x0) €E 4 . 注意 
Mn = Mn fn(r0) — g(x0), Nn — 00. 


于 是 


fn—(g9— g(r0))= M+ fn -9— (Mm— gr0)) = 0,no%. 
而 4 是 闭 的， 故 g 一 g(xz0)& 4 .这样 ge B ,从 而 B 亦 是 闭 的 . 又 Vz E XX， 必 有 geB 使 
g(x) 取 0. 事实 上 , 取 g=1 即 可 . 由 (一 )，B= Cr(X). 
设 feCr(X)，f(zo)==0. 由 js 巨 ,存在 Xe 取 ，9e4 使 /= 入 +9 .考虑 在 zo 
处 值 有 
0= f(x0) 三 入 十 g(zo) = 入 ， 
故 了 =9e4. 
推论 III.2.6 如 果 4 是 CR(X) 子 代数 , 含 1 ， 分离 X 中 的 点 ,， 则 4 在 CRP(X) 中 稠密 ， 
即 4=CR(X) . 
证 明 因 4 亦 分 离 X 中 的 点 ， 又 包含 1 ， 不 可 能 在 某 点 为 0 ， 故 只 有 4 = CR(X). 
特别 地 ， 实 轴 中 紧 集 X 上 之 全 体 实 系数 多 项 式 形成 CR(X) 子 代数 ,包含 1 ， 分 离 X 中 
点 ， 故 在 CR(X) 中 稠密 ， 这 就 是 经 典 Weierstrass 允 近 定理 . 0 
定理 III.2.7 ( 复 Stone-Weierstras 定理 ) 设 X 是 紧 Hausdorff 空间 ， 4 是 CO(X) 之 闭 子 
代数 ， 分 离 X 中 点 ， 而 且 是 自 伴 的 ， 即 当 ee 4 时 ，je4. 那么 或 4=C(X) ， 或 存在 某 
点 XoEX, 使 4={fe€EcC(X);f(xo) = 0}. 
证 明 以 4 表示 4 中 全 体 实 值 函 数 集合 ， 则 4, 是 Ca(X) 的 闭 子 代数 . vj Ee A, 由 4 
自 伴 ， 了 es 4 ， 于 是 f 之 实 部 ， 虚 部 
=3f+7), f=f -fed. 
而 且 及 ,fo 都 是 实 值 函数 . 故 及, 户 s4 . 由 此 可 见 4 亦 分 离 X 中 点 .事实 上 ，VYzl, zz < 
X, z1 天 zz， 由 4 分 离 X 中 点 ,存在 /se4,， 使 f(zw1) 关 f(z2)， 由 及, fo 是 之 实 部 和 虚 
部 ， 必 有 户 (zi) 夭亡 (zz) ， f(z1) 关 f(z2) 之 一 成 立 . 故 4 是 CR(X) 之 闭 子 代数 ,分离 六 
中 点 ， 由 定理 II.2.5 ， 必 有 
(1) 4 = Cr(X), 
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或 者 

(2) 存在 某 个 zoE XX ,使 4A.={f ECr(X), jzo)=0} 

在 (1) 情形 ，4 = C(X) . 而 在 (2) 时 ， 4 中 函数 /之 实 部 ， 虚 部 缘 于 zo 处 为 0. 故 
AC{f eC(X), f(ro) = 0} . 田 方 面 ，f € C(X),f(zxo) = 0， 则 其 实 部 fh ， 虚 部 户 第 在 zo 
处 为 0. 从 而 ,pe 4.cCA. 于 是 f= 有 +ifee4. o 

注 : 此 定理 中 4 是 自 伴 的 条 件 是 不 能 取消 的 . 例如 , 取 关 = {zEC;lz|<1}. 4 是 在 
X 上 连续 旦 在 {ze C,|z| < 1} 内 解析 的 函数 全 体 . 则 4 是 C(X) 的 闭 子 代数 , 含 1 ,分离 X 
中 点 , 但 4 六 C(X) . 因为 p(z) =z 不 是 解析 的 , 故 p44, 但 peEC(X). 之 所 以 如 此 ， 即 
因 4 不 是 自 伴 的 . 


III.3 Riesz-Markov 定理 


在 本 科 泛 函 中 大 家 已 经 知道 ， 对 C[0,1] 上 每 个 有 界线 性 泛 函 ! 都 存在 有 界 变 差 孙 数 a ， 
使 
1(f)= ;f(t)dalt) ， 
且 
| = Var(@) . 
这 里 dal(t) 是 由 a 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， 而 Var(a) 是 a 的 全 变 差 ( 见 [2], $III.4 ， 定 
理 4.3). 这 是 1909 年 M. Riesz 证 明 的 著名 结果 ， 后 来 Markov 将 这 一 结果 推广 到 紧 Hausdorff 
空间 X 上 全 体 连 续 函 数 空间 C(X) 上 .这 节 就 介绍 这 一 结果 . 
定义 III.3.1 设 和 是 紧 Hausdorf 空间 ，C(X)( 或 CR(X)) 上 线性 泛 函 1 称 为 正 的 ， 如 
果 
1(f) 0, 对 所 有 f 二 0. 
这 里 二 0 指 的 是 f(x) >0, vr EX. 
对 正 线性 泛 函 有 如 下 简单 事实 成 立 . 
设 1 是 C(X) 上 正 线 性 泛 函 ， 则 
(i) 当 fe Cr(X) 时 ，4( 了 ) 是 实数 . 
因 关 是 紧 的 ， 必 存 在 a > 0 使 f(z)+a>0,vzeX, 即 f+a>0. 于 是 必 f) +l(a) = 
lf 二 Qa)>0. 而 l(a) >0， 故 1(f) 是 实数 . 
(ii) 若 f,g€E Cr(X), f>g, 即 f(x) > g(x),vr EX , 则 i(f) > 1(9). 
事实 上 , 由 ff 一 g>0,if 一 g)>0, 而 必 f 一 g)=1(f) 一 Lg) ,故人 (1) 1(9). 
命题 III.3.1 设 1 是 C(X)( 或 CR(X)) 上 正 线性 泛 函 ， 则 1 是 连续 的 ， 且 | = 1(1). 
证 明 只 须 就 C(X) 情形 来 证 . 
设 feCr(X)， 则 
-lf < f< I, 
由 1 的 正 线性 可 得 
一 AIG < 7f) < #1). 
即 (fF)| < fID). 
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对 一 般 的 fe C(X), 设 1(f)=re”*,7=](f|, p= argl(f), 令 用 = Rele ™*f), f= 
Im(e ™*f), 则 f;€Cr(X), j=1,2, 上 且 
ef=fi+t+ifo. 
于 是 
r=e I(f)= le 7) = 有) +i(f). 
比较 实 部 ， 由 已 证 
"=fi) < A < NAN). 
即 | 有 )| fi(1) ， 可见 ， 是 有 界 的 ， 且 中 < 1(1) ， 另 一 方面 
(1) < Mi = Ml . 
故 = 4(1). < 


设 / 是 式 ae Borel 测度 ， 令 
= /x f( 7),Vf E C(X). 
0 和 
= ff( ) >=0, 当 f >0. 
即 1 是 C(X) en ‘0 ， 


定理 III.3.2 (Riesz-Markov) 设 匀 是 紧 Hausdorff 空间， 则 对 CR(X) 上 每 个 正 线 性 泛 函 
1 ， 必 存在 关 ee Borel 测度 1 ， 使 
= /xf( ZJ YE Ca(X 
此 外 ， | = 人 二 


证 明 梗 概 : 
设 V 是 开 集 ， 定 义 
nu(V)= sup{l(f);f E CrR(X),0<f < x,}. 
显然 ，u(V) < 1(1). 故 风 总 是 有 限 的 , 若 丽 , V2 皆 是 开 集 , 且 Vi CW, 则 (Vi) < xn(WV2). 
对 X 的 每 个 子 集 马 ， 定 义 
HA 五) = inf{y(V); BC V,V 是 开 集 }. 
则 定义 是 有 意义 的 ， 而且 yu(E) < +eo . 
一 ”直接 往 证 / 是 正则 正 Borel 测度 是 困难 的 ， 间 接 进行 . 令 M 表示 满足 如 下 条 件 的 
X 之 子 集 王 的 全 体 : 
HA(B) =sup{fHUEK): K CE,K 是 紧 集 } . 
显然 M 包含 全 体 紧 集 ， 想法 证 明 人 是 一 个 o 一 代数 ， 且 包含 全 体 开 集 ， 从 而 包含 了 Borel 代 
数 8 .进一步 证 明 k 是 M 上 正 测度 . 从 而 pls 就 是 正则 正 Borel 测度 . 分 以 下 几 步 进行 : 
1 对 任意 开 集 VW ， 2 必 有 
VU V2) < pVi) + nu(W). 
2 假设 {B;}>1 CM ， 则 
ud Bi) < p(y) . 
了 j=1 
3 若是 紧 集 ， 则 
HW(K)= inf{l(f);f € Cr(X),xx < f}. 
4 对 每 个 开 集 了 ， 有 
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XA(V) = sup{HUEK); 开 CD 天 是 紧 集 } . 
5 设 { 囊 } 沪 ; 是 M 中 两 两 不 交 子 集 列 ， 已 = 局 瓦 ， 则 已 ec， 且 
HB)= EAB) ， 
6 A eM 当 且 仅 当 Ve > 0 ， 存在 紧 集 KK ， 开 集 G ,使 
KcACG, Hu(G\K)<e. 
7 车 4A,BeM, 则 A\B, AUB, ANnBeM， 从 而 M 是 o- 代数 . 
二 往 证 1(f)= fx fdu,vfe Cr(X). 

三 ”最 后 证 明 / 是 唯一 的 . 

详细 证 明 参 见 W. Rudinll 第 40 页 至 47 页 . 

定理 III.3.3 设 久 是 紧 的 Hausdorff 空间 ， 则 对 C(X) 上 每 个 正 线性 泛 函 1 ， 存 在 X 上 
唯一 正则 正 的 Borel 测度 人 ， 使 

!( 力 = 及 jdwvjesCCX) ， 
证 明 由 假设 !cax) 是 CR(X) 上 正 线 性 泛 画 ， 于 是 由 定理 II.3.2 ， 存 在 X 上 正则 正 的 
Borel 测度 使 
lu) = fx udu,vu ee CR(X). 
任何 fe C(X) ， 皆 可 表 为 /= +i u,v E CR(X) . 于 是 由 1/ 之 线性 
Uf) = +iv) = fy udyt+ifyvdy= [y(t+iv dp = fy fdr. 
假设 又 有 X 上 正则 正 Borel 测度 wl ， 使 
1(f)= fx fadn,vf eC(X). 
特别 对 每 个 we CR(X) 有 
fx udp = 1(u) = fy udpui. 
由 定理 II.3.2 ， 从 = 如 . 

CRP(X) 上 有 界线 性 泛 函 未 必 是 正 线性 泛 函 ， 但 总 可 以 表 成 两 个 正 线性 泛 函 之 差 ， 为 做 到 
这 点 需要 引 理 . 

引 理 III.3.4 设 f,g,heECRr(X), f,g,h0. 如 果 灰 和 +9， 则 存在 1,jpa ECR(X) ， 
使 

h=hi+h,0<h<f0<h,<y. 

证 明 令 肌 min{ff,h}, 则 hie Cr(X), 且 0<hi<z<f. 义 令 ho=h 一 hi .由 定义 ， 
hE CR(X), 且 ho2>0. Vr€EX, 若 hi(z)=h(z), 则 hz(x)==0<o(zx); 若 hi(x) = f(x)， 
则 hz(x) = hz) — hi(z) < f(z)+g9(7)— f(z) =9(7). 总 之 ha<g, 且 h=hi+hz. 0 

定理 III.3.5 对 每 个 1 e [CR(X)]*”， 恰 存在 CR(X) 上 两 个 正 线性 泛 函 上 ,1 使 得 

1=1+ ,有 =) + (1). 

证 明 考虑 CR(X) 的 子 集 C+(X) = {fe Cr(X);f > 0}. 在 Ci(X) 上 定义 泛 函 个 如 

下 : 


It(f) = sup{i(h);he Cr(X), 0<hzf}. 
因 Oo < Ia SINA ， 所 以 上 式 右 端 是 有 限 值 ， 定 义 有 意义 .由 定义 (有 >0， 当 
fe C+(X) ， 往 证 灌 是 线性 的 . 
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设 te 菇 ,t>0,VheECr(X),0<h<f, 总 有 0<th<tf， 从 而 1th) <1+(tf)， 即 
1(h) = F(th) < FU (£7). 
这 样 
(Ff) = sup{l(h);0 < hs fs H(t), 
即 
tt(f) < (tf). 
取 tf 代替 f, + 代 蔡 t+， 由 上 式 可 得 
z(tf) < Ut(Htf) = 1(f). 
即 洛 (tf) tt(f). 总 之 当 t+>0， 有 
(tf) =t(f), vf e C+(X). 
又 当 f,ge Ci(X), 必 有 f+geCi(X). Ve >0, 存在 he Cr(X), 使 0<h< f+g， 
且 
(f+g)—e<(ih). 
由 引 理 II.3.4 存在 hu, ho s CR(X) 使 
h=h+h,0<h<f,0<h<yg. 


于 是 
Uh) = hi) + (ha) < HF) +t(9), 

即 广 (/+gJ) 一 = 生 三 ( 力 + 片 (9). 由 = 任意 性 ， 可 得 
(f+9)<W(f) +t(g). 

又 Ye>o, 存在 hi,h2€ECr(X), 使 0<h<f,0<h。<go 有 是 
It(f)—e<ihi), lt(g)—e < (lh). 

注意 有 加 十 hz € CR(X),0hi+h2<f+g, 故 
Ut(f +9) hi th2)= (hi) + (ha) > (ff) + (9) — 2e. 

由 = 任意 性 可 得 
(f+9)>0(f) + (9). 

总 之 下 (ff 二 g)= 下 (1) 十 1(g). 

对 一 般 的 fe Cr(X) ， 总 有 Jordan 分 解 f=f1 一 1 ，f1, fe Ci(X). 定义 

tf) =f+) -1(f7). 

则 睛 是 Cn(X) 上 正 线性 泛 函 . 上 + 是 正 的 显然 ， 只 须 证 It+ 是 线性 的 . 设 f,g € CR(X)， 

1 = 片 -- 广 ,9= 和 -外 矿 广 , 9 和 € C+(X)， 是 其 Jordan 分解， 而 
(1+9 一 (+9 =f+g9g=ft-f +gt—g . 

这 样 ft + gt 一 (f+9t+ = 二 (f+9g) 一 (f+9) 记 aw= 太 + 并 一 (9 由 于 

放 = 册 fgt= 寻 2 ，(f+9)+= 寺 续 2 ,可 见 a>0, 而 且 ae CR(X). 由 于 
ft+gt=(f+9t+o,f +9 =(f+9) +oa. 


这 样 
tf) +g) = -f+ (gt) — (9 ) 
= +9) -Uf +9 ) 
=0((f +01) + (m0) — [Of +9) ) + ()] 
= 人 (f+91)— (f+9) )= (f+9) 
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设 teR,t>0, feCa(X), F=f 一 ， 则 (tf) = (+ 一 (二 = 好 + 一 地- .于 是 
HF) = 07t) = ) = ) = ) = (f); 

着 t<0,， f=f+ 一 六 则 (tf)= (+ 一 (其 中 (+ =f (= (人 f+， 

于 是 


(tf) = tf) = -tf (HT (F) 
=t(t(f+)— (fF )) = #7). 
总 之 ， 下 (tf)=t1T(f) . 可见 洁 是 Cr(X) 上 正 线 性 泛 函 .定义 
[=1+-1. 
由 滞 , ! 之 线性 ， 可 知 上 也 是 CR(X) 上 线性 泛 函 . 又 当 f 0, 下 (f) > 1(f) .从 而 
f=) -Uf >0 
因而 上 是 CR(X) 上 正 线性 泛 画 ， 显 然 有 1! = 上 一 王 ， 
往 证 | 上川 = 关 (十 王 G) . 首先 
HS 十 三 全 (十 于 (GD) ， 


(1) =0(1)— 11) 
= sup{l(P;h Ee CR(X),0<h<1}—11) 
= sup{l(h— 1);he Cr(X),0<h<1}. 
于 是 ， Ve > 0 ,存在 hi, ho€E Cr(X), 使 0<h<1,0<h。<1, 上 是 
I+(1) —e < UR), (1)—e < lh — 1). 


从 而 
He 
注意 0<h+ho<2, 故 -1<h+hs 一 1<1. 于 是 
hi + hz — Dz + hoes 
即 广 + GD) 一 2e< 人 .而 =>0 是 任意 的 ,， 故 三 (十 于 (SI|， 
最 后 证 明 唯 一 性 ， 设 又 有 正 线性 泛 函 m1, m” 使 
/三 7 十 一 7 , | 中 =mt(1)+m- (1). 
分 两 种 情形 往 证 片 =m+, 二 =m-. 

(1) 车 mt > 中， 即 Vfe Cr(X), f>0 总 有 mt(f) 富 (1) ， 这 时 必 有 mm >. 事 
实 上 ，Vf>0,， mm (有 ==mt( 有 一 1 必 有 ) 全 (有) 一 1 有 )= 全 (有 .于 是 mt 一 中 ,mm 一 三 都 是 
CR(X) 上 正 线性 泛 函 . 

DD 


但 
[Im (D-DD)+ D-DD)= m+m 一 全 志士 下 =0， 
这 样 mr 一 六 所 =0， 且 mm (1) 一 个 (1)= 
Imt ol=mt(D) (1)=0, 
Im oI=m (DD) -人 (1)=0 
所 以 mt =1t,m- = 二 二， 
(2) 着 有 je CRP(X), f>0, 使 mT(f) < 人 (有 ) ,由 个 定义 ,存在 he Cra(X),0<h<f， 
使 Lh) >>mt( 有 ). 即 mT( 有 一 m (hh)> mt(f) ,特别 mt(h)>mt(f). 这 和 h<f 及 mt 是 
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正 线性 泛 函 矛盾 . 2 
定理 III.3.6 设 1E[CR(X)， 则 存在 和 上 唯一 的 正则 实 Borel 测度 J ， 使 
W(f)= fx fadn, vf Ee Cr(X), 
且 = xll. 
证 明 由 定理 II.3.5 ， 恰 存在 CR(X) 上 一 对 正 线 性 泛 函 让 , 厂 使 
i=, 有 I= (1) + (1). 
由 Riesz-Markov 定理 ， 存 在 X 上 正则 正 的 Borel 测度 /+, 1 ， 使 
(fF)= fx fadpt,tT(f)= fx fd ,vf e Cr(X), 
且 t=pt(X), =u (X). 
令 册 =4t 一 Kh-， 则 4 是 上 正则 实 Borel 测度 ， 且 
(f= -f= fy fdxt -fyfdx = /xfdn, VfeCrR(X). 
至 于 唯一 性 ， 设 又 有 X 上 正则 实 Borel 测度 Wi ， 使 
1(f)= fx fdm, vf e Cr(X). 
令 v=4 一 kW1， 则 w 亦 是 正则 实 Borel 测度 ， 且 对 任何 fe CR(X) 总 有 
/x fav= fx fdan— fx fdnm=0. 
由 定理 I.3.4 可 知 |v| 是 正则 正 Borel 测度 . 又 由 命题 IIL.1.10 ,存在 Borel 函数 9 使 |q| = 1,a.e. 
于 X ， 且 有 极 分 解 
dv = gdlv| . 
这 样 ， 由 |v| 是 正则 的 ， C(X) 在 L7(X,|v|) 中 稠密 ， 存 在 连续 函数 户 s C(X) ,使 
fx lfn = Ildlv| = 0, Bn 一 co. 


从 而 
fx fndv = fx fnrgdlv| = fx 59dlv| = fx dlv| = |vI(X). 
令 所 = 十 if 如 ,90,82 是 所 的 实 部 和 虚 部 ， 则 18)，f42 < CR(X) .于 是 
fofrdv = fy FV dv +ify fdv=0. 
这 样 ，jul(X) =0， 即 w=0 p= . 
定理 III.3.7 设 和 是 紧 的 Hausdorf 空间 ， 则 [C(X)]* 等 距 同 构 于 MM(X). 
证 明 设 ie[C(X)]*， 则 17 亦 是 Cr(X) 上 连续 线性 泛 函 . 令 


U1 (wu) = $0) 二 Lo] 12(0) = Lu) -Lu)), Vu € Ca(X). 
容易 验证 0 l2 是 CR(X) 上 的 连续 线性 泛 函 .根据 定理 11.3.6 ， 恰 有 X 上 实 的 正则 Borel 测 
度 jn, 12 使 
U(u) = fx uduj, Vu Ee CR(X), j= 1,2. 
令 1 = 由 + 则 4 是 和 关上 正则 复 Borel 测度 ， 且 
lu) = (0) +il(u) = 及 udp + 人 ud = 及 vd Vu € Cr(X). 
进而 ,对 任何 f € C(X) = ut+iv, vsCnR(X) ， 
Uf) = + = fy udnt+ify vdy= fx fdx. (3.1) 
往 证 满足 (3.1) 式 的 正则 复 Borel 测度 /是 唯一 的 ， 设 又 有 正则 复 Borel 测度 以 ， 使 
1(f)= fx fdr, vf e C(X). 
记 几 = 由 上 ip ， 其 中 由, 4p2 都 是 正则 实 Borel 测度 ， 使 
1/ = 去 ( 凡 十 太 )，ma = 机 (太一 忆 ). 
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于 是 对 任何 vs CR(X) ， 
[x udu = ~ ud 十 fx vd) = $((u) + 1) 
= (wu) = fy udpu. 
由 定理 11.3.5，Wi = 二 1. 0 2 二 1W2， 故 =. 
总 之 ， Vie [C(X)]*”， 存 在 唯一 的 正则 复 Borel 测度 jw 使 
W(f)= fx fadm, vf e C(X). (3.2) 
定义 映射 + :IC(X)]* 一 M(X) ,为 7(1) = 让， 显然 映射 > 是 单 射 . 设 1eE M(X)， 定义 
li(f)= fx fdp, vf e C(X). 
容易 看 出 se [C(X)]* ,而 且 7(4) = 4， 因而 7 是 满 射 . 7 是 线性 映射 是 明显 的 ， 只 须 证 7 
是 一 个 等 距 . 首先 由 (3.2) ， 
UP < fx fla < NAN fx dhl = hn. 
可 见 i < lx. 
另 一 方面 ， 由 yw 是 正则 的 ， 从 而 ju| 亦 是 正则 的 ， 且 ju 关于 uz| 绝对 连续 .于 是 存在 
Borel 函数 pp , 使 |p|=1, [ll]ae. 于 X， 
du = do. 
又 由 C(X) 在 工 (X,|u|) 中 稠密 ,存在 ge C(XX), |gn(z)| <1, 使 [x 1gn 一 Fldlu| 一 0. 于 是 
(gn) = [x 9ndpu = fx gnpdlpl = fx Bodlu| = 人 dul = lol， 
而 ig9n)| < 由 gn < 玖 xl < IN 总 之 ， II = ll ， ? 


第 三 章 练 习题 55 
练习 题 


1 设 /是 拓扑 空间 (X,T) 上 一 个 连续 函数 . 对 z,yE 和 ,如 果 f(z) = /0), 则 记 为 一 2 
(1) 证 明 “~ ”和 X 上 一 个 等 价 关系 . 

(2) 令 和 =X/~， rr: 和 一 区 为 自然 映射 . 记 r(z) = [zw]. 对 [z] eX, 令 f([z]) = f(z). 
那么 了 是 六 上 函数 ， 而且 f= for. 

(3) 令 了 = {J-1(U0) : U 是 开 集 } 那么 了 是 XX 中 一 个 拓扑 . 这 个 拓扑 使 得 了 是 连续 的 . 
(4) 如 果 关 是 紧 的 ， 则 六 也 是 紧 的 
2 设 X 是 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 ， 久 =XXU {oo0} 是 X 的 一 点 紧 致 化 空间 ， 令 Co(X) = 
{fe CR(X) : jeo) =0} .如果 A4 是 Co(X) 的 闭 子 代数 , 分 离 X 中 点 , 而 且 对 Yz e X ， 
存在 fe 4 使 得 f(x) 关 0, 则 A= Co(X) . 
3 设 X 是 一 个 紧 Hausdorf 空间 ，B 是 CR(X) 的 闭 理想 . 记 闻 = {zeX: f(z)=0,vfe 
B} .证明 

(1) 对 zx,yeX\Y， 存在 fe B 使 得 0 zf(x) f(y) #0. 

(2) B= {feCr(X): f(x)=0,vr ee Y}. 
4 设 六 为 复 平面 中 非 空 紧 子 集 ， 令 

P= {pe C(X): 3n > 0 和 Qajx € CC 使 得 p(z) = vz € X}. 


证 明 : P 在 C(X) 中 稠密 . 
5 9 称 为 一 个 三 角 多 项 式 ， 如 果 存在 复 系数 {faj, bj}; 及 整数 n 使 得 p(t) = (aj cos(jt) 十 


bj sin( 社 )) ，Vt & [7,7] . 证 明 : 三 角 多 项 式 的 全 体 在 Banach 代数 {f es Cl[-7,7]; f(7) = 
f( 一 7)} 中 稠密 . 
6 令 X 为 一 线性 空间 ,函数 p: X 一 > [0,+co) 称 为 一 个 X 上 的 半 范 数 ， 如 果 
(1) p(x)>0, YreEeX. 
(2) p(azxz)= |alp(x), vaEC, XEX. 
(3) pl(z +Y) < p(x)+p(y) , Vr,y EX 
记 M={fzecX:plz)=0}. 证 明 : 
(a) M 是 X 的 线性 子 空间 . 
(b) 对 四 <sXAM， 定 义 所 Br]) = plz) . 那么 PF 是 XX/M 上 一 个 范 数 . 
7 设 X 是 一 个 Banach 空间 ，TeB(X). 邻 M KerT. 证明, 存在 Te B(X/M,X) 满 
足 : 
(1) 工 是 单 射 
(2) = Tx ， 这 里 x: X 一 X/M 是 自然 映射 . 
8 证 明 闭 值 域 定理 ， 即 如 果 了 是 Banach 空间 X 上 有 界线 性 算 子 ， 天 是 了 的 Banach 共 
斩 算 子 ， 则 Ran7 闭 当 且 仅 当 Ran 7 闭 . 
9 设 {jm}?21 是 [0,1] 上 一 列 正 Borel 测度 ， 且 yn([0,1]) = 1，YVn > 1. 证 明 存 在 子 列 
{jw}221 及 [0,1 上 正 Borel 测度 满足 : 
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dim Jioy f du = Jo fdp， 
vf e Cl[0,1] . 进而 1([0,1])=1. 

10 令 BI0,1] 为 [0,1] 上 有 界 Borel 函数 的 全 体 . 对 f& BI0,1] , 定义 | 川 = 二 179| . 那么 
| | 使 得 B[0,1|] 成 为 一 个 Banach 空间 , 而且 C10,1] 是 它 的 子 空间 . 不 用 Hahn-Banach 
定理 ， 试 证 明 对 每 个 C[0,1] 上 有 界线 性 泛 函 上 ， 存 在 B[0,1] 上 有 界线 性 泛 函 F 使 得 
Foto 三 f 而 且 f= Wf. 

11 证 明 : 对 [0, 1] 上 每 个 连续 的 正 Borel 测度 4， 存在 一 列 绝对 连续 的 正 Boerl 测度 {jw} 
满足 

ou fa = dm jydun ， 
vf e C10,1] . 
试问 ， 上 述 结论 对 非 连续 的 正 Borel 测度 / 是 否 成 立 ? 


第 四 章 ”上 自 伴 算 子 谱 论 


众所周知 ， 对 有 限 维 空间 C" 上 自 伴 算 子 4 ， 适 当选 取 基 底 后 可 以 将 其 表示 成 一 个 实 对 


角 和 矩阵 
和 1 


和 2 


Mn 
其 中 7 = 1,2,…,n, 都 是 实数 . 它们 是 4 的 特征 值 . 这 样 对 任何 z = (x1, x2,…, Xn) EC0"， 
有 
47 = (Nz1, Nr2,, Mnrn). 

对 无 穷 维 可 分 Hilbert 空间 X, 若 4 是 多 上 紧 自 伴 算 子 ， 由 Hilbert-Schmidt 定理 可 知 ， 存 在 
XH 的 正规 正 交 基 {en}%>1 ， 使 4 可 在 这 个 基底 下 表示 成 实 对 角 和 矩阵 ， 只 是 这 时 不 再 是 有 限 矩 
阵 ， 而 是 无 穷 窍 阵 

A 

》2 


Ooe Ooe Ooe 
对 z= Drvie,z= 六 |zi2<co 有 4z= Xizjej ， 
j=1 j=1 j=1 


对 任何 mEN, 令 P(x)= znen， 对 x= > zje; ， 则 忆 , 是 XH 到 5,{en} 上 的 一 秩 射 
j=1 
影 ， 容 易 证 明 级 数 4 = 沁 Xn, 按 算 子 范 数 拓扑 收敛. 


对 一 般 的 自 伴 算 子 ,未必 会 有 这 样 好 的 结果 . 我 们 已 知 对 人 上 的 自 伴 算 子 4 ， 存 在 唯一 
的 射影 值 谱 测度 {EB; 一 co < 入 < co} ， 使 得 
A= ,AMdPA， 


这 里 m= pats (Az,7), M = Dp ER) . 这 就 是 著名 的 自 伴 算 子 谱 分 解 定 理 , 它 在 本 科 生 


的 泛 函 分 析 课 程 中 已 经 介绍 过 ， 但 没有 证 明 ， 现 在 我 们 将 详细 给 出 证 明 . 


IV.1 连续 函数 演算 


以 下 总 是 用 XK 来 表示 Hilbert 空间 ，L(X) 表示 他 上 的 全 体 有 界线 性 算 子 构成 的 Banach 
代数 . 对 TE LA(KH) ,p(T) 和 o(T) 分 别 表示 了 的 预 解 集 和 谱 . RAT) = (AT-T) ,入 € p(T7)， 
表示 了 它 是 p(T) 上 的 算 子 值 解析 函数 . 记 4(c(7)) 为 所 有 在 co(7) 上 解析 的 复 值 
函数 集合 ， 贝 a 、 每 个 js A(o(T))， 

= 元 人 FAR(CNT)dA 
定义 了 L(7) SS 是， 这 里 C 是 位 于 f 的 解析 区 域内 围绕 o(7) 的 任意 正 向 
简单 可 求 长 的 闭 曲线 . 可 以 证 明 f(T) 不 依赖 于 C 的 选择 . 通常 称 f(T) 为 了 的 Riesz-Dunford 
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函数 演算 .映射 7 : f 一 了 (T) 是 一 个 代数 同 态 ， 即 
Tf +9) = 7(f) + 7(9), 
J(af) = a7(7), 
71(f9) = 1(f)7(9), 

对 任意 的 f,g € A(o(T)),ae C0 . 而 且 
J(1)=7, 

J(fo)=7, 当 fo(N) = NNEC. 
特别 的 ， 若 PCA) = 总 0j 入 是 多 项 式 ， 则 J(p) = PT 


| 
Ms 
SS 
3 


关于 Riesz-Dunford 函数 演算 ， 谱 映射 定理 成 立 . 
定理 IV.1.1 设 TEeL(H), fe€A(o(T)), 则 o(f(T))= f(0(T)) = {fN);M Eo(T)}. 


证 明 假设 f 在 区 域 DDo(T) 上 解析 ,我们 首先 验证 f(o(T)) Co(f(7T)). 设 和 0 eo(7)， 
对 4ED, 令 
ee | Lo ur 
f'(N) ,= No. 
易 见 g(1) 是 D 上 解析 函数 ， 且 (1 一 Ao)g(1) = f(p) - /No),YweDD.， 于 是 由 Riesz-Dunford 
函数 演算 性 质 可 知 (7 了 一 和 A017)g(T) ==g(7T)(T 一 和 和 0D) = 了 f(T) 一 了 Oo0)T， 若 f(N0) 44o(f(T))， 则 
B= (f(T)—f(N0)D) EL(H). 而 
(T—- NDg(T)B= (f(T)— fA)DB=1, Bo(T)(T— ND)= Bf(T)— f(N)D=T. 
即 了 一 Ao 左 可 道 且 右 可 道 ， 从 而 了 一 和 oT 可逆， 这 与 Xo e o(T) 矛盾 , 故 f (XN0) s o(f(T))， 
即 f(0o(7T)) C o(f(T)). 
假若 有 Xo s ol(f(T))\f(o(T)) , 则 存在 区 域 Di , 使 得 DD Di Do(7T), 且 和 0g f(Di)， 
仿 
h(1) = Foo Ee D1, 
则 是 o(7T) 上 的 解析 函数 , 且 [f (4) 一 和 Ao]h(p) ==h(W)[f(1) 一 和 No] = 1,4€ Di. 由 Riesz-Dunford 
函数 演算 ，[f(T) 一 和 01hn(T) 二 OT)[f(T) 一 和 0 中 == 了 ,可见 f(T) 一 和 oT 可 道 , 这 与 Xo & o(f(T)) 
矛盾 ， 故 o(f(7T)) = f(o(7T)). 有 
定义 IV.1.1 设 了 TeCOt) ， 若 TIT* =T*T ， 则 称 全 为 正规 算 子 . 


若 4 是 自 伴 算 子 ，p 是 多 项 式 ， 容 易 看 出 p(4) 未 必 是 自 伴 算 子 , 但 p(4) 一 定 是 正规 算 
子 ， 正 规 算 子 也 具有 自 伴 算 子 的 一 些 性 质 ， 例 如 : 
引 理 IV.1.2 设 了 是 正规 算 子 ， 则 谱 半 径 r(T) = |]T|. 


证 明 首先， 对 任何 ze 有 
| 72 2 = sup (T2zT2z) 一 sup ((T?)*T?z7,7) 
llzll=1 llzll=1 


= 0b 0 (TT)z) = TT, 


故 72 = 上 7" 了 = TI ， 用 归纳 法 可 知 ， 对 任何 ne N ， 有 | 72" | -=| 2”， 于 是 由 谱 
半径 公式 可 知 
rT) = lm | 7 “= 并 | 。 
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定理 IV.1.3 设 AeL(H 5 则 对 任何 多 项 式 p() = > 六 -0ajX ， 总 有 
lp(C4) = (CD)) = lol S sup{lp)|: As c(C4)} 
证 明 由 前 面 讨 论 ，p(4) 是 正规 算 子 . 根据 引 理 IV1.2 ， |lp(4)| = (pz(4)) . 再 由 谱 映 
射 定理 ，o(p(4)) = p(o(4)) ， 于 是 
7(p(A)) = sup{lu| : 4 € o(p(A))} = sup{lu| : 4 € pl(o(A))} = sup{tlp(A)| : 入 E 
o(4)} =||p lx- 2 
定理 IV.1.3 的 重要 性 在 于 它 表 明 ， 对 自 伴 算 子 来 说 ，Riesz-Dunford 函数 演算 是 一 个 等 距 
代数 同 态 ， 下 面 把 对 自 伴 算 子 的 解析 还 数 演算 推广 到 连续 函数 类 上 . 
设 A4e L(H) 是 自 伴 算 子 ，C(o(4)) 表示 o(A) 上 连续 函数 代数 . 用 了 表示 全 体 多 项 式 集 
合 ， 根 据 Stone-Weierstrass 定理 ， PP 是 C(o(4)) 中 的 笛子 集 . 
对 js C(o(4)) ， 取 多 项 式 序列 {pnj8 ,使 lo 一 川 w 一 0， 当 吧 一 co .从 而 
pn 一 pmllw 一 0， 当 n, m 一 oo . 根据 定理 IV1.3， 
|pn(A) — pm(A)N = | 一 zol 一 0. 
这 说 明 {pn(4)} 吕 1 是 CO0) 中 的 Cauchy 列 . 由 CO1) 的 完备 性 , 极限 lim pn(4) 存在 , 定义 
f(4)= lim pn(4) ， 
注意 f(4) 不 依赖 于 多 项 式 序列 {pn,}?2_1 的 选择 .事实 上 ， 若 义 有 多 项 式 序列 {gw,}?2 1 ， 使 得 
le 一 捉 w 一 0,， 当 mn 一 oo . 则 
pn — gnlloo < lpn — flle + Nf — qnllw = 0, Nn = 0%. 


故 
im pn(A)= lim qn(4). 
因而 f(4) 的 定义 是 合理 的 ， 称 如 此 定义 的 f(4) 是 4 的 连续 函数 演算 . 这 样 我 们 得 到 映射 
J:C(o(A)) = LH) ， 
J(f)= f(A), vf ecC(o(A)). 
容易 验证 它 是 一 个 代数 同 态 ， 注 意 
| AD 1= Him | pn( ht) l= Tim | pn lw=l fw . 
可 见 它 还 是 一 个 等 距 . 
yo IV.1.4 ( 自 伴 算 子 的 连续 函数 演算 ) 设 A Ee L(H) 是 自 伴 算 子 ， 则 存在 唯一 的 从 
Cl(o(4)) 到 L(H) 的 映射 了 :了 一 f(A) ， 具 有 下 列 性 质 : 
(a) J * 一 同 态 ， 即 
Jf+9)= I(f)+7(9) Taf) = a7(N), 
J(fg) = 7(f)7(9) 7(f) = 7(f)’, 
对 任意 f, 9e 0 aeQ. 
(b) JG)=7T; 关 fo( 和 A)== 入 , 和 Eo(4)， 则 7(f0) = 
(©) a Bp | TP) = fw, vf € Cl(o(A)). 
(d) 若 49=X9, 和 eC,pen, 则 f(A4)$ = f(N)9, vf eC(o(A)). 
(e) 车 feC(o(A)) 是 实 值 函数 ， 则 f(A) 是 自 伴 算 子 . 若 f >0 ， 则 f(A4) 是 正 算 子 . 
(f) 谱 映 射 定理 成 立 ， 即 o(f(A4)) = f(o(4)),vf € C(o(4)). 
(g) 车 SeL(H), 使 SA=AS, 则 Sf(4)= f(A)S,vf eC(o(A)). 
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证 明 (a) 、(b) 、(c) 容易 验证 ， 而 且 显然 满足 (a) 、 (b) 、 (e) 的 映射 是 唯一 的 ， 

(d) 若 40 = Xb, 入 E C$e XK， 则 对 任何 多 项 式 p ，p(4)$ = P(A)% .对 任意 的 
js Clo(4)) , 有 多 项 式 序列 {pnj} 纶 1 使 lmllpn 一 川 < =0. 从 而 lim llpn( 人 一 74=0， 
在 方程 pn(4)9 = pn( 和 )9 两 边 令 n 一 0% 可 得 f(4)$ = f( 和 )9. 

(e) 车 fe Clo(4)) 是 实 值 函 数 ， 则 f=， 由 (a)， 

f(A) = 7(4)= 7(4). 
即 f(4) 是 自 伴 算 子 . 者 f > 0 ， 令 g() 
且 f=g ,由 (a) 得 f(4)=g(4)g(4) 


= Vf(), 和 eo(4) ， 则 ge Clo(4)) 是 实 值 函数 . 
= g( lg(A)]*g(A)>0 9 ) 是 正 算 子 . 

(f) 铸 和 gc(4)) ， 令 900) = X, ESEa(4) ， 则 geCteLh)). 且 

gUJLUO-A=LO-A9U =1, pe o(d). 

由 (a) ，g(4)[f(4)- 和 N=[f(4)-- 和 flg(4) = 了 .这 表明 和 44o(f(4)) , 攻 o(f(4)) C f(o(4)). 

若 poe flo(4))， 则 有 Xo Eo(4) 使 po= flN0). 令 有 0 和 = 了 -ho0，YVMEo(4). 
则 Xo 是 函数 jo 的 零点 ， 取 多 项 式 列 {pn} 缉 1 使 lim lan 一 jl- ==0. 则 lim lpo(X0)| = 
,im lpn(X0) 一 Jo(X0)| = 0. 不 妨 设 mn(Xo) = 0，vn 之 1( 否 则 , 以 mm 一 pn(Xo) 代替 pn 即 可 ) . 
这 样 ，0 € pn(o(4))=o(pn(A)), Vn>1. 因 lm lpn(A) -fo( d= lm lpn -follw =0， 
根据 谱 的 上 半 连 续 性 ， 0 € o(fo(4)) . 而 fo(4) = f(4) 一 polT ， 故 yo E ol(f(4)) ， 这 证 明了 
f(o(A)) C olf(A)). 

(g) 车 SeL(H) ,使 $4 = 4S ， 则 对 任意 多 项 式 p， 有 Sp(A) =p(4)5. 

对 任意 js C(c(4)) ， 有 多 项 式 序列 {pn} 总 1 ， 使 得 lo 一 州 = 一 0, n 一 00 .从 而 在 
Spn(4) = pn(4A)S 两 边 令 一 co ， 可 得 Sf(A) = f(4)S, Vf € C(o(A4)). 2 


FU)- 
一 人 


IV.2 正 算 子 平方 根 与 算 子 极 分 解 


回忆 在 本 科 生 泛 函 分 析 课 程 中 , 我 们 知道 , 者 4 < C(A) , 使 得 对 任何 XE KH, 有 (Azx, x) > 
0 ， 则 称 4 为 正 算 子 ， 记 为 4>0. 


像 非 负 实数 都 有 唯一 的 非 负 平方 根 一 样 ， 正 算 子 也 有 唯一 的 非 负 平方 根 . 


定理 IV.2.1 设 AeL(KH) 是 正 算 子 ， 则 存在 唯一 的 正 算 子 Be L(H) ， 使 得 4= B?， 
记 为 B= VA 或 43. 若 TEeL(H 使 得 4T=TA, 则 VAT=TVA4. 


证 明 因为 4>0, 所 以 o(4)C|[0,+00). 令 f(N)=VN, 和 El0,+00). 则 fecC(o(A4))， 
且 凡 = fo， 这 里 fo() = 入, 入 Ee [0,+o0) . 于 是 f(4) s L(H) 是 正 算 子 , 且 f(4)*=4. 记 
B = f(A4) , 它 即 为 所 求 . 若 TA = 47 , 由 定理 IV.1.4 (g),，Tf(4)=f(4)T, 即 TB= BT. 
下 面 证 明 唯 一 性 . 若 有 正 算 子 Bi 使 得 B? = 4A4,， 则 B14 = 4AB1 ,从 而 B1B = BBi. 
注意 C 全 (8B-B1)B(B- BI) 和 DS(B- Bi)Bi(B- Bi) 都 是 正 算 子 ， 而 
C+D =(B-B)B(B- Bi)+(B- Bi)Bi(B- Bi) 
=(B- Bi)(B+Bi)(B- Bi) 
= (B*— Bi)(B— Bi) 
= 0. 
故 C=0，D=0. 于 是 C-D=0. 而 
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C-D=(B-B)B(B-B)-(B-B)B(B-B)=(B-B) 
故 (B 一 B1)*=(C 一 D)(B 一 Bi)==0. 又 注 意 到 BBi 是 自 伴 的 ， 所 以 
18- B=|(B- Bi)"|=0. 
故 B-B1=0, 即 B=Bi. 


命题 IV.2.2 设 4, AneL(H), An>0, n=1,2..…. 
(a) 若 lim ll4-4 由 =0,， 则 4>0,， 且 ln |vV4- Val|=0. 
(b) 车 SOT-limn 4 =4,， 则 4>0, 且 SOT limn Vi =V4. 


证 明 ”由 正 算 子 定义 可 知 ， 两 种 情况 下 都 有 4 >0 . 
(a) 不 妨 设 14 由 <1，w >1. 那么 |4l<1. 于 是 c(4 c [0,1], vn, o(A) < [0,1]. 
从 
f(t) = Vi, tel0,1. 
则 f 是 [0,1] 上 连续 函数 .由 Stone-Weierstrass 定理 ， 存 在 多 项 式 序列 {pm}%_1 使 得 
im lp 一 川 = = lm lpmlt) — f(D)|=0. 
ve >0，3MEN, 使 当 m > M 时， 一 州 < <s/3. 由 自 伴 算 子 的 连续 函数 演算 ， 
lpaxz(4) — f(A < s/3 
[pm(An) — f(An)l < =/3， 
Yn > 1 .对 每 个 m ， 因 pm 是 多 项 式 ， lim lpm(4n) 一 pm(4) ==0. 这 样 , 存在 NeEN 使 
得 ， 当 n> N 时 ， 
pu(An) — pu(A)N < s/3 . 
于 是 ， 当 n>NN 时 ， 
f(A4n) — F(A) 
< f(An)— pa(Ar)|+ lpa(An) — pua(A)N+ pa(A4)— f(A)N < e. 
即 ， 当 m>N 时 ，lIV 和 -Vv4l<s., 故 limnlvV4-vV4l=0. 
(b) 如 (a) 一样, 取 f(t) = Vt, te [0,1] ,多项式 序列 {pm}%-1 ,使 lim llpm 一 州 < =0. 
从 而 ，Ve >0，, 存在 MEN，, 使 lpx- 州 < <e/3. 于是， 
lpxz(4) — fA)N < s/3 ， 
palAn)— fA) <e/3, n>1. 
由 于 SOT- lim 4 = 4 ,根据 命题 16.2，Vk EN ，SOT- lim 48 = A* .从 而 SOT- 
,im pu (4An) 二 pM(4) .于 是 , Vz € KH ,存在 NEN ,使 当 n>N 时 ,|pm(An)zx-pu(4)zl < 
e/3 . 这样 ， 


[f(An)z — f(A)zl 


< f(An) — pulAn)zl + lpm(An) — pu (A)zl + lpm(A) 一 大 zl 
< f(An)— pu(A) zl + /3 + 14) — pr A)l Nal 
< (2|zl+1):e/3. 
可 见 ， Yz EN,， im f(A4n)z = f(A4)zx. 故 SOT- lim VAn =VA. 0 


命题 IV.2.3 设 4A, Be L(H) 都 是 正 算 子 ， 且 4B = B4， 则 AB 亦 是正 算 子 ， 而 且 
VAB = VAVB. 
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证 明 由 假设 ，V4 ，VB 都 是 正 算 子 . 根据 定理 IV.2.1，VAVB = VBvVA. 于 是 ， 
(4Bzz) =((VA)*(VB)?z,z)= ((VAVB)(VAVB)z,2) 
= ((VAVB)z, VAVBzx) > 0,vr E H. 
故 4B 是 正 算 子 . 同 理 ， VAVB 亦 是 正 算 子 . 又 
(VAVB)* = VAVBVAVB = VAVAVBVB = AB. 
由 正 算 子平 方 根 的 唯一 性 ， V4B = VAVB. < 
定义 IV.2.1 对 AeL(H), 记 |4|=V4*4, 称 为 4 的 模 . 
算 子 的 模 与 数 的 模 有 相似 之 处 ， 如 
() 着 4>0, 则 |4|= 有 4; 
Gi) vie © , IMA|=|AIAl. 
但 也 有 许多 不 同 之 处 ， 例 如 ， 下 面 三 式 未 必 成 立 . 
(a) |4B|=|4||B|; 
(b) |A+B| <|AI+|B|; 
(¢) |4*|=|4|. 
例 IV.2.1 取 5 为 上 的 单 边 移 位 算 子 
S{é1,é2,€3,°°°} = {0,6,62,°}, VE 
则 5*3=T，39 = 书 ， 这 里 尸 是 请 到 {{e es :和 =0} 上 的 正 交 射 影 于 是 15|=1， 
15*| 二 .可见 ，|S| 冯 15*|. 而 且 |1S*S|=Tz#PI=|5*||S|. 


例 IV.2.2 设 H=C@?， 
二 2 0 
一 -= 3 B= 四 
| | 
1 1 
| 


注意 A4，B 和 4+B 痢 是 自 伴 的 ， 而 


则 


0 2 
A?= 1 (A+B)?= 
= 0 2 
于 是 ， 
证 二 V2 0 
|4| = ，|B|= 4 二 了 | = 
i 0 v2 
而 
3 
14| 十 | 如 = 5 
a | 


Wo (1 so， 则 (4+ Be,z) = (Vaz,z) =2V3, 而 


(Al + IB), 0) = (( a | ) -2. 


可 见 ，|4 + B| < 14| 十 1B| 不 成 立 . 
命题 IV.2.4 设 4 AneEL(H)，n=1,2,.… 


IV.2 正 算 子平 方 根 与 算 子 极 分 解 63 


(a) 车 lim |4n 一 A=0, 则 lim 4n| 一 I4l|=0. 

(b) 若 SOT- lim 4 =4, 且 SOT lim A*% =A*, 则 SOT-lim|A,|=|4|. 

证 明 (a) 由 lim 4 下 =0, 可 知 lim | 妃 -4A* 中 =0. 从 而 lim 4%;4n-4*A|=0. 
由 命题 IV.22 ， 有 lim ||4n| 一 14||=0. 

(b) 由 假设 及 命题 1.6.2, SOT- lim 4*4。 = 4*4 .再 由 命题 IV.2.2 可 知 , SOT lim |4。| = 


14|. 0 
注意 ， 这 个 命题 之 (b) 中 条 件 “SOT- lim 4; = 4”” 人 结论 不 再 成 立 ， 例 如 ， 取 
9 是 例 IV.2.1 中 的 单 边 移 位 算 子 . 令 4， = 一 Sm +T，4= 了 工 ,， 则 SOT- lim A, = 4. 取 


eo 二 {1,0,0,…} EL 注意，A*An = 二 S75*7++S7 十 S*?* 二 TT， 故 
| Anl eol? = 14%Aneol? = |S"eo t+ eo =21= |eol? = ||Al?eoll? . 
所 以 ，|An| 太 14| (SOT). 
命题 IV.2.4 对 弱 算 子 拓扑 也 不 成 立 . 例如 , 取 5 为 单 边 移 位 , 我 们 知道 ，WOT lim 5" = 
0, 但 ls"|=TA0(WOT) . 
引进 算 子 模 的 概念 以 后 ， 可 以 考虑 算 子 的 极 分 解 . 我 们 知道 ， 对 每 个 复数 > ， 都 有 三 角 表 
示 >= re ， 其 中 r= |z| 全 V 殉 是 > 的 模 ， 同样 ， 对 有 界线 性 算 子 ， 亦 有 这 种 表示 . 
设 TeL(KH)，KerT 表示 了 之 核 空间 ， Ran7 表示 了 之 值 域 ， 容 易 证 明 
KerT = Ker (7T™”*T) = Ker|T\|. 
定义 IV.2.2 设 UeL(KH)， 闭 对 每 个 ze (KerD)L 都 有 Uz = zl ， 则 称 U 是 一 个 
部 分 等 距 ， 其 中 U 之 核 空间 之 直 交 补 (KerU)+ 称 为 U 之 初始 空间 (initial subspace)，U 之 
值 域 RanU 称 为 U 之 终 空间 (final subspace) . 
部 分 等 距 是 等 距 的 推广 ， 易 见 部 分 等 距 的 值 域 总 是 闭 的 . 
命题 IV.2.5 设 UeL(H)， 则 下 述 等 价 


a UU* 是 正 交 射影 
当 U 是 部 分 等 距 时 ， UYU | (KerU)+ 上 的 正 交 射影 ，UU"* 是 到 RanU 上 的 正 交 射影 


证 明 首先 ， 对 任意 fe HH， 总 有 
(I-00),f) = (1) -T0078,7) = -Ul. (2.1) 
若 7 是 部 分 等 距 ， 则 对 任意 JE，lZ 咱 EN . 由 上 式 可 见 1 一 UU >0. 从 而 1-UU 
有 正平 方 根 Vi 一 UU . 
设 fe(KerD)+  ， 则 1 中 =l， 由 (2.1) 式 可 见 
IvI-TU0= (VI- UUf, ViI- UUf)=((1— UU)/,f)=0. 
于 是 Vi 下 Uf=0, 从 而 (UU)f=0, 即 UUf=f. 而 对 ge KerU, 有 U*UVg=0. 
故 U*U 是 到 (KerU)+ 的 射影 . 又 U*U 是 自 伴 的 , 故 U*U 是 正 交 射影 . 这 证 明了 (i) 坟 (ii). 
反之 , 若 U*U 是 正 交 射影 , 对 任意 fe (KerU)+ 有 fe (KerU*U)* ,从 而 U*Uf=f. 
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VFR = (Vf,0f) = (UF, 7)= (7,7) = fF. 
即 0 几 = 川 .所 以 UV 是 部 分 等 距 ， 这 证 明了 (省) 地 (i . 
总 之 ， (全 ( 首 ) . 同 理 ， (让 全 (iv) ， 剩 下 只 须 证 明 (者) 合 (iv) .又 由 对 称 性 ， 只 须 证 明 
(i)> (iv) . 
由 UU*U 是 到 (Ker (UU*U))+ = (KerU)+ = RanU0* 上 的 射影 于 是 UV*UU* = U* .这样 
UU*UU* = UU* ， 即 UU”* 是 医 等 算 子 ， 显 然 它 是 自 伴 的 ， 故 UU”* 是 正 交 射影 . < 
定理 TV.2.6 ( 算 子 的 极 分 解 ) 设 AE COt) , 则 存在 唯一 的 部 分 等 距 U ,使 A= Ul4|， 
且 KerU=KerA, RanU= RanAd. 
证 明 定义 映射 V0 : Ran|4| 一 Ran 4 如 下 : 
Uoz= Ax, vz=|Alz € Ran|Al|. 
若 有 ze 使 4z=z=l4lz, 则 |4(z-z)=0, 即 z-zieKerl4l .但 Kerl4l =Ker4. 
于 是 7 一 x1 € Ker4 ,， 即 A(z 一 xz1) =0. 于 是 4zl = 4z . 这 样 ， Uo 的 定义 是 完善 的 . 易 
证 ， 它 是 线性 映射 ， 而 且 
JUoal? 二 14zl2 = (4z, 4) = (4*Az,s) = (Az,2) 
= (A lA = 
这 说 明太 是 Ran|4| 到 Ran 4 上 的 等 距 . 于 是 可 扩张 为 RE 到 Kan 上 的 等 距 , 记 为 UA . 
对 ze1, 记 z=z+za， 其 中 zlieRanl4| ，z2ze RanlAl 二 Ker 4 ,定义 Uzx= Uxi. 
那么 U 是 一 个 部 分 等 距 ， 此 外 ， 
KerU = KerA, 
RanU = RanA, 
UlAlz= Ax，vreXH, 即 A4=U|A|. 
最 后 证 明 唯 一 性 . 假设 又 有 部 分 等 距 V es B(KH) 使 4A= VIA ,上 生 KerV = Ker4， 
RanV = Ran A . 则 对 z= |4lze Ran|4| 有 
Uz= UlAlz= Azx =V|Alx = Vz. 
根据 连续 性 , 对 任意 zeE Ran|A|，Uz 二 Vz. 又 KerU = Ker 4A 一 Ranj4| = KerV. 故 对 任 
意 TEH, 记 X=Xzi 十 72 ,其 中 zl1 € Ran|4|， za € RanlAl™ ， 有 Uz= Uzi=Vrxi = 二 Vx. 
故 V=U. 0 
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在 IIL2 我 们 曾 引进 C* 代数 概念 ， 并 且 指 出 两 个 基本 的 C* 代数 . 设 X 是 紧 Hausdorf 空 
间 ， 则 C(X) 是 交换 的 C* 代数 ， 若 XL 是 复 可 分 Hilbert 空间 ， 则 LA(X) 是 一 个 不 交换 的 Cr 
代数 . 

设 4e CH) 是 自 伴 算 子 ，C(o(4)) 表示 0(4) 上 全 体 连续 函数 代数 ，C(o(4)) 是 Cr 代 
数 ， 用 Ca 表示 由 4 生成 的 之 C* 子 代数 ， 即 包含 A 和 了 的 CO4) 之 最 小 C* 子 代数 .我 们 在 
VI1 已 证 明 C4 与 C(o(4)) 是 代数 *- 等 距 同 构 的 ， 由 此 建立 自 伴 算 子 的 谱 定 理 . 

设 4Ae L(X) 是 自 伴 算 子 ,给 定 一 个 eK， 令 

0(f) = (f(A)Y,), ve C((oA)) , 
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这 里 f(4) 表示 4 之 连续 函数 演算 . 显然 上 是 C(c(4)) 上 线性 泛 函 . 若 f>0, 则 f(4)>0 
从 而 f(f) > 0 ， 即 《 是 Cl(o(4)) 上 正 线 性 泛 函 ， 根据 Riesz-Markov 定理 ， 存在 o(A) 上 唯一 
的 正则 正 Borel 测度 jw 使 
0(f) = fa) fapw, Vf e Cl(o(A)) . 
即 
(F(A,W) = fn fiw, Vf e C(o(A)) . 
取 f 三 1， 得 
I = (0) = fc) dp = pg (0(A)) = lawl 
定义 IV.3.1 测度 Up 称 为 4 与 少 相关 联 的 谱 测 度 ， 有 时 记 jw 为 <Aw> ， 以 表明 它 
是 4 之 谱 测 度 . 
由 Riesz-Markov 定理 我 们 知道 jw 可 看 作 [C(o(4))]* 中 的 元 ,于 是 下 面 的 弱 * 拓扑 有 意 
尺 s 
设 Vr，yeEHR, 且 I 一 州 一 0， 当 mn 一 0， 则 jw 一 jw ( 按 弱 ”拓扑 ) . 
事实 上 ， 对 任何 /es C(o(44)) 
fa A) f dpw, 一 上 (fapw 
(f(A ns Vn) — (FANY,Y)| 
(F(A)n, Vn) — FAN, Yr) + FAY, Vn) — (F(A)Y, YW) 
[FCA) Wn — had + Av — yl 
FCA NN 一 更 由 oa 二 TD — 
(FA ID = wl = 0,n 一 cc. 
设 XHi 是 另 一 Hilbert 空间 ，A1 € L(XH1) . 若 存 在 西 算 子 U: Hi 一 ,使 A41 = U71AU， 
则 称 4A1 西 等 价 于 4 记 作 41 兰 4 . 显然， 此 时 有 下 述 成 立 . 
1) o(A1)= 0(A); 
2) 对 任意 多 项 式 中 p，p(41) = Up(4)V ， 因 而 p(41) 兰 p(4) ; 
3) 4 自 伴 当 且 仅 当 41 自 伴 ; 
4) 若 4 自 伴 ， 对 任意 fs Clc(4)) ，f(41) 与 f(4) 西 等 价 且 /4) = CC4)C 
命题 IV.3.1 设 AeL(H)，A1ieEL(Hi) 辟 自 伴 算 子 ， 且 4A A1 ， 则 对 每 个 由 EX ， 
H<A,w> = H<Ai,UyY> ， 
其 中 U: AH 一 Hi 是 西 算 子 使 A=U 1A1U. 
证 明 记 X=o(4)=o(41)，vfe C(X) ， 有 
fx fdn<aw> = (FAY,Y) = (UT FAD UY,Y) 
(FADUY, UY) = [x fA vy>- 
根据 Riesz-Markov 定理 中 唯一 性 论断 ， 必 有 H<A,v> = H<Ai UY> ， 2 
设 Ae L(H) 是 自 伴 的 ，M 是 4 之 不 变 子 空间 ， 则 41 = 4lw 是 M 上 上 自 伴 算 子 .容易 
证 明 ，Yj s Cl(o(4)) ，M 也 是 ) 之 不 变 子 空间 ， 且 f(41) = f(4)lm . 事实 上 ， 存 在 多 
项 式 序 列 {pw}21 使 lo 一 州 = ， 当 mn 一 co .于 是 
im lpn(A) - f(A) = | im llpn(A1) ~ CI= 0. 
注意 M 是 pn(4) 之 不 变 子 空间 且 


IA JIA IAA 1 
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pn(A1)=Ppn(A)Mm , n=1,2,... 
令 n 一 00 ， 即 得 f(41) = f(A4)|u. 
命题 IV.3.2 设 4eCOt) 是 自 伴 的 ，M,N 是 4 之 不 变 子 空间 ， 且 M 上 N ， 则 对 任何 
加 EM， 加 EN， 必 有 
<4Wi+Wa> 二 H<Awi> + H<A Ya> ， 
证 明 设 feC(o(4)) .由 前 述 M, NN 亦 是 f(4) 之 不 变 子 空间 . 对 W&M, 加 EN， 
必 有 f(A)wieM，f(4)w2eEN. 于 是 由 MLN 有 
fo fat = (fA) + WY), +2) 
(fA), 1) + (f(A)Y2, yo) 
上 f du<Awi> 十 Jota) fd1<A,ws> 
上 fdlj<awiy 十 UL<4opo>]. 
由 awrivwa> ， Hz<Awi> 十 LK<4,ws> 都 是 正则 正 Borel 测度 ， 根 据 Riesz-Markov 定理 ， 必 有 


HH<Apity2> = KH<Awpi> + KH<A 2 > ， 2 
二 H<A,vw;> 


4 J=1 
这 可 以 进一步 推广 到 可 数 个 两 两 正 交 不 变 子 空 间 情 形 . 


推论 IV.3.3 设 AeL(H) 是 自 伴 的 ，Misn 一 1,2,…， 是 A 之 不 变 子 空 间 ， 两 两 正 
尖 沪 十 


H<A,w> = 二 pnw,> ， 
右 消 级 数 按 测 度 空间 范 数 收 做 
证 明 由 命题 ， IV.3.2 下 注 ， 及 谱 测度 定 
| al 1 


j=n <A, > Vi> 


j=n 


n 一 00 ， 获 沁 J<aw> 按 测度 范 数 收敛 ， 又 


Nn 
SD H<Aypi> 一 1<Aw>| = | La — HL<Aw>| 
j=1 <A,> ,yi> 
j=1 
Nn 
= x a |=lvw- wl 0,no%. 
<AV— Di> j=1 
ooe 去 
故 WH<Aw> = 2 H<Aywi> ， 0 
j=1 


设 X 是 了 到 紧 子 集 ， /是 X 上 正则 正 Borel 测度 ， 2(X,1) 表示 X 上 全 体 -平方 可 积 
函数 集合 ， 按 内 积 
(p08) = fx orz dp, py EL (X,n) 
形成 的 Hilbert 空间 . 
设 f 是 XX 上 复 值 4 可 测 函 数 ， 令 
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ly S esssup |AIS ， a sup |f(z)|, 
E)=0 zex\E 


称 为 f 的 Ww- 本 性 上 确 界 . 若 fle < +co ， 称 了 是 六 本 性 有 界 的 . 全 体 4- 本 性 有 界 可 测 函 
数 ， 记 为 Z(X,A ， 按 | |w 成 为 C* 代数 . 
设 fe L™%>(X,1) ， 复数 集 
{é EC;nu{r EX;|f(z)—é| <e} > 0,ve > 0} 
称 为 f 之 /- 本 性 值 域 ， 记 为 essRan yj . 
注意 ， j 之 本 性 值 域 与 f 之 支 集 是 不 同 概念 .一 般 来 说 ， 本 性 值 域 和 值 域 也 不 同 ， 它 们 
可 以 互 不 包含 . 
设 fs Ze(XA ， 定 义 到 (KWA) 上 线性 算 子 My 如 下 : 
(Msp)(z) = jz)p(z) ，YzEeX，pPE 天 (人 AM)， 
可 以 证 明 My 是 有 界 的 ， 而 且 | jl = | 川 ~ . 事实 上 ， 


azrel2 = fl oPdn < WE /lol )Pan = oN, v pe L2(X,p). 
可 见 4 < fl . 另 一 方面 , Ve > 0, 令 BB = {zeEX: f(z)| > fw -6}, 则 (Bs) >0. 
取 ye 一 96， 则 


ee = 人 pc(z )|2?dw = Jp. mid =1. 
从 而 


a > Mea = 人 En > > -an (fl ey 


由 = >0 是 任意 的 ， 故 Mjyl| > fw. 

通常 称 如 上 定义 的 有 界 算 子 Mj 为 [2(X,1) 上 以 f 为 符号 的 乘法 算 子 或 [2(X,n) 上 
乘 以 f 之 乘法 算 子 . 关于 My 总 有 下 面 定 理 成 立 . 

定理 IV.3.4 o(My) = essRanf. 

设 : E essRan f. N, 令 EE,= {reX:|f(z)-d <i}, 则 Nn(E,)>0. 


= 了 各 兄 证 Ionl=1. 
/am- 三 人 Ce Wa, 


1 
一 -一 一 一 du/ 一 一 瑟 0 
mh TE 


(Ms 一 en 


| 


可 见 &€o(My). 
另 一 方面 , 设 £4 essRan f ， 存 在 eo >0,， 使 
uz EX;|f(z)—é| < eo}=0. 
从 而 jj 一 引 > co 网 ae 于 X. 令 gz) = 7 ， xzEX, 则 geL%m(X, 几 ). 二 是 M， 
是 L?(X,1) 上 有 界线 性 算 子 . 易 见 
Mal( My — £171) = (My — é&7) Mgy=1. 
故 和 和 COM7) ， 2 
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推论 IV.3.5 设 Maz 是 L2(X,h) 上 乘 以 自 变 量 的 乘法 算 子 ， 则 ac(Mz) = supp/ . 
证 明 令 f(x)=x，Vx€ XX . 往 证 essRan f= suppk. 
设 £4 essRanf ， 则 存在 so > 0 使 得 u({x eXX:|f(zx) 一 引 <s0})=0,， 即 
uL({zEX:|z—-ét<e0))=0. 
而 {zeEX:|z 一 引 < so} 是 8 的 一 个 开 邻 域 ， 故 & supph. 
若 & 4 supp4 ， 则 存在 开 集 G ,使 EG 且 1(G) ==0. 于 是 存在 so>0 使 
{zrEX:|r—-d<e}CG. 
因而 4({rz EX:|f(z) -dd<e0))=u({reEX:|Ir-d<e)=0. 故 &4essRanf .总 之 ， 
essRan f = suppA .根据 定理 IV.3.4 ， 
o(M;) = essRanf = suppk. 0 
定义 IV.3.2 设 AEL(H)，ypo EH，, 子 空间 V{4"opo :n==0,12,.…:} 称 为 po 生成 的 
4 之 循环 子 空 间 .， 如果 V{4"opo :n==0,12,…}= 二 入， 则 称 po 为 4A 之 循环 向 量 . 
并 非 每 个 算 子 都 有 循环 向 量 ， 例 如 恒 等 算 子 就 没有 循环 向 量 ， 而 2 上 单 边 移 位 算 子 9 
有 循环 向 量 eo = {1,0,0,…}. 
引 理 IV.3.6 设 AeEL(H) 是 自 伴 算 子 ， 有 循环 向 量 po ， 则 A 西 等 价 于 L*(o(A), pwpo) 
上 乘 以 自 变量 的 乘法 算 子 Ma . 
证 明 设 X=c(4) ，1= Ho .由 Stone-Weierstrass 定理 ， 多 项 式 全 体 好 在 C(X) 中 
稠密 .从 而 PP 亦 在 [2(X,1) 中 稠密 .定义 全 C2(X,1) 到 Xt 中 的 线性 算 子 Do 如 下 : 
Uop=p(A)po , VpEP. 
注意 ， 
Uopll? = |p(A)wpoll? = (4)eop(4)po) = (p(A)*p(A)yo, po) 
(P(A)p(A)po, po0) = (Iph (A)po, po0) = fx lpl dppo = lpll?. 
右 端 lz| 是 p 作为 2(X,4) 元 之 范 数 . 可 见 Uo 是 一 个 等 距 映 射 因子 按 2(X,1) 范 数 在 
(XX, 4) 中 稠密 ， 而 {p(4)yo : peE P} 在 Xt 中 稠密 ， 所 以 Uo 连续 扩张 为 2(X,1) 到 XH 上 的 
等 距 线 性 算 子 ， 记 为 U0. 即 U: (X,1) 一 XH 是 西 算 子 . 对 peP， 
UAUp=U 4p(4)po =U (rp)(A))po =U U(rp) = rp= Mep. 
由 PP 在世 (X,y) 中 稠密 ， 于 是 根据 连续 性 ， 对 任何 /es I?(X,1) 有 
U-i1AUf = Mf. 
故 U-1AUV = M,. 有 
定理 IV.3.7 设 凡 是 可 分 无 穷 维 Hilbert 空间 ，4 Ee CO) 是 自 伴 算 子 , 则 存在 X = (4) 
之 闭 子 集 XX 及 其 上 正则 正 Borel 测度 jw，n= 二 1,2,…,N (N 是 自然 数 或 可 数 无 穷 ) ， 以 及 
西 算 子 U:XH 一 凶 LI2(Xn,1n) 使 A4==U-1MwU ， 这 里 
M. 


nN1 


My 
每 个 Mn, 部 是 L*(Xn, Jin) 上 乘 以 自 变 量 的 乘法 算 子 . 

证 明 若 4 有 循环 向 量 ， 由 引 理 IV.3.6 可 见 绪论 成 立 ， 此 时 =1，Xi = 和 .下 面 考 
虑 一 般 情 形 . 
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vp EH, pz#0, 令 Hy=V{A"yp:,n=0,1,2,.…} 表示 由 生成 的 4 之 循环 子 空间 ， 则 
Hy 是 4 之 不 变 子 空间 ， 因 而 Hy 约 化 4 . 此 外 ， hln。 是 自 伴 的 ，2 ?to 是 Aln 的 循环 
向 量 ， 而 且 o(Aln,)Co(4)=XX. 令 
OCS = {Uto jxeA : 人 A 有 限 或 可 数 ， 对 A 中 不 同 的 MI 和 XN, Hoy、 Hp}. 
记 {Ho、 je < {Hyp、 jxeas， 如果 A1 C As . 这 样 ，OCS 是 一 个 部 分 序 集 . 如 果 S C OCS 是 
一 个 全 序 子 集 , 令 人 本 U A. 对 人 中 不 同 的 Nt 和 Xa , 存在 Al 和 As 使 得 Xi < Al ， 


Te\}eAES 

M2 € A2 ,而 {Ny ea, {o jxeAy ES. 由 于 S 是 全 序 的 ， 不妨 设 Al C A。 .这样 ， 
入 1， AN2 € A 人 > ， A 和 1 天 和 > 3 所 以 Hy 1 Hy,, 5 亦 即 对 A 中 不 同 的 入 和 X 5 人 1 Hy,, 又 
由 于 XL 是 可 分 的 ， 人 至 多 可 数 . 故 {Ks、} xs OCS . 这样， OCS 的 每 个 全 序 子 集 都 有 上 
界 . 根据 Zorn 引 理 ， OCS 有 极 大 元 . 设 {Hp、}xes 是 一 个 极 大 元 ， 则 A 有 限 或 可 数 ， 记 为 
{1,2,..., N}. 

断言 M 全 3 二 

若 不 然 , 取 wo EHeM，wpo 关 0. 那么 1 1 上 Hy,， vi1<n<N. 令 Ai= {0}UA. 
则 {7ty; : 7 € A1} € OCS ,上 且 {Tyj}jeA < {Nwj]yeA! . 这 矛盾 于 {7tw;}jeA 是 极 大 元 故 
H =@ Ms 


人 N Yh 
记 An Aln,, ， 7 一 2 : 那么 An 是 自 伴 算 子 ， 且 44= 由 An : 注意 到 ， 


有 二 H<4ou> =H<4ueon> .于 是 suppmp = 二 0(An) . 记 Xn=o(4n) ， 因为 pr 是 An 之 循环 
向 量 ， 根据 引 理 IV.3.6 ， 存在 西 算 子 Oa Ts 也 2(Xn Mn) 使 得 

An, = Ui 1 Mn, Un ， 
这 里 ， Mi 是 [2(X%,1n) 上 乘 以 自 变 量 的 乘法 算 子 . 令 U = 3 已 ，M = 多 M，. 那么 


和 入 尘土 


U 是 化 到 包 [2(Xw,ym) 上 的 西 算 子 ， 且 4 = DMI . o 


N 
命题 IV.3.8 在 定理 IV.3.7 中 ，XX= U Xn. 


证 明 贸 作 练习 题 
在 定理 IV.3.7 中 , 可取 pn ，n 12,N ,满足 羡 lpnl<+oo. 令 o= 之 oo 
根据 推论 IV.3.3 ， 有 
Hpi = Hpn (3.1) ， 
Kwo 是 X 上 正则 正 Borel 测度 ， 而 且 
pe > woot) 7 t= |e < Hoe 
定义 IV.3.3 定理 IV.3.7 中 之 {jn}n-1 称 为 A 之 谱 测 度 族 ， 而 由 (3.1) 确定 的 Heo 称 为 
A 之 标量 值 谱 测 度 ， 记 为 4. 
/是 苞 上 有 限 的 正则 正 Borel 测度 ，4(X) = 学 pw? < +o0 ,而 且 supph 一， 事实 
上 ， 由 推论 IV.3.5 ， suppn = X% ，n= 1,2,... N ， 由 命题 IV.3.8 ， 
supp k= i SUPP Hn = 二 六. 
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推论 IV.3.9 ( 自 伴 算 子 谱 表 示 定 理 ) 设 KH 是 可 分 Hilbert 空间 ， 4 E L(H) 是 自 伴 算 
子 , 则 存在 局 部 紧 的 度量 空间 XX 及 其 上 有 限 的 正则 正 Borel 测度 1， 以 及 有 界 Borel 函数 7) ， 
使 得 4 酉 等 价 于 L2(X,1) 上 来 法 算 子 Ml . 


证 明 ”由 定理 IV.3.7 ， 4 西 等 价 于 多 EC) 上 算 子 @ Mn ， 其 中 X 是 
2(4) 己 EN 的 紧 子 集 ， jo。 = 124 > 是 4 之 与 某 向 量 2 相关 联 的 谱 测 度 ， 而 
N N 
且 lnll = 沁 enl? < +oo ， Mi 是 忆 (Xnspm) 上 乘 以 自 变 量 的 滋 法 算 子 ， 视 X， 


n 一 1,2,…, , 为 不 同 直线 上 的 集合 , 即将 它们 视 为 两 两 不 交 的 ( 见 例 14.1) . 令 XX 一 UX ， 
即 X 为 {Xn}Li 的 不 交 并 . 对 mw ye XX， 定义 
李一川 ， 当 z 与 y 属于 同一 个 X,， 
I4l，” 当 z 与 y 属于 不 同 的 XX， . 
可 以 验证 p(,-) 是 X 上 一 个 距离 , 而 且 它 使 X 成 为 一 个 局 部 紧 的 度量 空间 . 不 难 证 明 ，G C X 
是 开 集 当 且 仅 当 对 每 个 n ，GNX 都 是 直线 中 开 集 . 因此 ， 妃 c X 是 Borel 集 当 上 且 仅 当 对 每 
个 n，ENX 都 是 直线 中 Borel 集 . 对 中 Borel 和 集 EB, 记 = BNX, n=1,2,..,N， 
那么 ， 瑟 = Bs， 定义 
N 
人 (五 ) 一 2 nl En) ， 
容易 蛤 证 /是 X 上 正则 正 Borel 测度 ， 而 且 是 有 限 的 ， 事 实 上 ， 
A(X) = jn(Xn) = 三 unll < +eo . 
下 面 我 们 定义 区 上 一 个 函数 .对 每 个 ze X ,唯一 存在 一 个 ”使 得 = eX, 令 Hz) 一 大 人 


这 样 7 是 X 上 函数 ， 而 且 
Inlls = esssupln| < sup{esssuplrml} < sup ao = 4 < +%. 


因而 是 有 界 的 ， 此 外 ， 对 区 中 每 个 Borel 集 已 ， 杞 = 总 ,nm 已 是 总 中 Borel 集 ， 故 而 
大 1(En) 是 X 中 Borel 集 ， 因 此 ， Or-1(B) =U, 听 1(Em) 是 X 中 Borel 集 所 以 是 X 上 
一 个 Borel 函数 . 
对 fe DX,p), 记 n= flx, .那么 fy |frldpm < fxlfPdx <+o0. 故 he 
(Xn, pm) ， 此 外 ， 
Dl = fe frharm = fx lfPan = 1 < +o0. 


N N 
故 由 i 起 9 L? (Xn, Hn) ， 定义 


p(T,Y) 


Uf=@ fo. 
易 见 ,UU : 天 (所 由 一 包 L2(X%,jin) ,是 等 距 线 性 算 子 . 另 一 方面 ,对 名 gn € 有 [2(Xn, pn)， 


定义 X 上 函数 9 如 下 对 每 个 ze X ， 唯一 存在 一 个 使 得 = 区， 记 g(x) =gn(z) ， 那 
么 9 是 X 上 Borel 函数 ， 而 且 


六 
有 友 l92dn = fx, l9nl dun = © gnll? < +%. 
过 


故 ge 2(X,h) ， 且 Ug = 名 gn .因此 ，U 是 一 个 西 算 子 ， 不 难 验证 
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M, = Ur"(@ Mn )U. 
故 4 西 等 价 与 性 (X,A) 上 乘法 算 子 Mi . ? 
推论 IV.3.10 设 人 是 可 分 的 Hilbert 空间 ， 4 Ee L(H) 是 自 伴 的 ，h 是 4A 之 标量 值 谱 
测度 ， 则 op(4) = 之 纯 点 集 . 
证 明 由 定理 IV.3.7 ,不 妨 设 欠 = 名 亚 Comm) ，4== 包 Mw。， 其 中 避 (z) = =， 
Vre Xn, ,n=1,2,.…,N, 而且 44= 2 fh 


如 果 和 0 属于 4 之 纯 点 集 , 则 {Xo}) > 0, 即 学 ja({X0}) > 0. 故 存在 四 使 os({Xoj) > 
0. 令 . 
ee | LVHadoJJ， 当 == 
0 别处 . 
那么 Pno E L2 (Xno, no) ， 且 | eno|| 二 1. 注意 
[CQ — Mo) pno](z) = (2 — Mo)pno(t) =0 
故 和 0 € op(Ms) C op(A) . 
反之 , 若 Xo e op(4) ,由 于 op(4) = Uop(Mw) ， 必 存在 no 使 As op(Ma。。) .于 是 
存在 Pno E L2 (Xno, Hno) ， | eno| =1, 使 (An 和 Xo) pno =0 ， 亦 即 
(2 — )o)pro(z) =0, [pno] a.e. 于 Xn . 
这 样 ， jmo({z E Xno : 2 关 Xo, pno(z) 关 0}) =0. 于 是 
1= pnoll? 二 Jx,, |pno (x) dpuno 二 Js |Pno (zZ)|2?duna = [pnol? Hno ({Xo}) . 
可 见 ， jwro({X0}) 关 0， 故 y({X0}) > 0， 亦 即 Xo 属于 /之 纯 点 集 . 2 


IV.4 Borel 函数 演算 
定理 IV.4.1 设 AeL(H) 是 自 伴 算 子 ，h 是 4A 之 标量 值 谱 测 度 ， 则 对 任何 EH， 总 
有 jw 和 4. 
证 明 由 定理 IV.3.7 ， 存 在 4 之 两 两 正 交 的 不 变 子 空间 Mn, n = ep ， 使 X= 
ML 每 个 4lw 都 有 循环 向 量 pw ,使 沁 Ipol? < +oo ,而 且 n= Wo， Ww en， 


N 
有 直 交 分 解 Vy 二 Dp, pn € Mn,n 1, Wi ,NN, wl = > pnll? . 由 推论 IV.3.3 3 


N 
Hy = 2 HU ， 
于 是 为 证 jw 之 4 ， 只 须 证 jw, jv,,n=1,…,N. 
由 引 理 IV.3.6 ， 4|m, 酉 等 价 于 (Xn, pw,) 上 乘法 算 子 Mz .因此 不 妨 设 A|m, 就 是 
(Xn, 4g) 上 乘法 算 子 Ma ， 对 任何 小 E (Xn, pw) 往 证 jo 入. 
注意 , jw 二 Lp, 是 Xn 上 正则 正 Borel 测度 , 于 是 对 X 上 任何 有 界 Borel 函数 9 , 存在 一 串 
fr EC(Xn) ,使 xl < llgllw .而 年 fx, |fr(z)—g9(z) dy, 一 0 及 | 大 z)-9g(z)lduv 一 0. 
由 第 一 个 式 子 可 知 ， fi 于 X 上 按 测度 jo,, 收敛 于 9 ， 又 
[fr (2 |W (2) < glv (2) ze Xn . 
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而 |w(z)| 可 积 ， 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， [x f(x) ww) dyp, = fx, 9(T) (DD dy, . 
而 对 fi E C(Xn) ， 由 pw 定义 
fx, frduw = (fr(4A wb) = (fey,y) = fx, r(x) (2 dup, . 
令 上 一 00 可 得 fx， 和 = [x 9(z)|w(z)|?dny,, . 特别 ， 对 Borel 集合 已 ， 取 9= Xp， 可见 
Wy (EB = fx, 站 fe Xly (x )| 12du es = fs Iw(z )|? dp， 
人 
推论 IV.4.2 设 AeL(H) 是 自 伴 算 子 ，h 是 4A 之 标量 值 谱 测 度 ， 少 EH ， 则 对 任何 
Borel 集 EE，Ww(E)=0S V(r) = 0,[Ja.e. 于 五 . 
推论 IV.4.3 设 AeL(KH) 是 自 伴 算 子 ，J,1 部 是 A 之 标量 值 谱 测 度 ， 则 与 1 相互 
绝对 连续 . 
证 明 由 yw/ 是 标量 值 谱 测度 ,存在 py EK, 使 1 = jw :由 定理 JIV.41，He 之 4， 即 
风 多 人 :根据 对 称 性 ，/ < 多. ? 
设 AeL(H) 是 自 伴 算 子 ，4 是 4 之 标量 值 谱 测度 . 用 B(c(4)) 表示 o(4) 上 全 体 由- 本 
性 有 界 Borel 函数 集合 ， 按 六 本 性 上 确 界 之 范 数 上 |。 作成 赋 范 代数 . 即 具有 代数 运算 的 线 
性 赋 范 空间 ， 下 面 要 对 f € B(c(4)) 建立 函数 演算 . 
回忆 第 三 节 ， 对 每 个 we XH ， 存 在 o(4) 上 唯一 的 正则 正 Borel 测度 ww 使 


(f(A) = fa) fapw vf e C(0(A)) . (4.1) 
现在 对 固定 的 fe C(o(4)) ， 令 少 取 沉 7 中 元 ,总 有 (4.1) 成 立 这样 对 任何 p,we Xt， 由 
极 化 恒等式 ， 有 


(f(A)p,y) = FAP+Y), P+Y) -FA ,pW 
+4[(f(A) (P+iv), p+iy) — (f(A)(p iw),p — iy)] 

一 zs) fdjpry — J (4) f dup—wy] 

了 Le f diptivy — J (A) fdjp— ip] 


注意 ， 这 个 等 式 是 对 所 有 连续 函数 得 到 的 .等 式 左 端 是 人 t 上 有 界 共 斩 双 线性 泛 函 ， 而 等 
式 右 端 只 需 f 是 本 性 有 界 Borel 函数 就 有 意义 ， 于 是 启发 我 们 给 出 如 下 定义 . 
对 ge B(o(4)), 令 
B(yp,») = a [oe gdHe+y 一 Jota) gdHUe- 吉 十 了 [人 ea) 9gdHeo+ 弛 一 Joa) gdjp—ivw], 
Vp,w EH. 往 证 B(w,v) 是 上 有 界 共 罗 v 双 线性 泛 函 . 
因 标 量 值 谱 测度 是 正则 正 Borel 测度 , 于 是 对 ge B(c(4)) , 有 序列 {fn}?%2%1 CC(o(4))， 
使 | < llgllw， 且 人 | 有 一 gldx 一 0,; 当 n 一 oo .由 定理 IV.4.1,， vtEH, he < 女儿 . 
玖 亦 有 万 | 及 一 gldue 一 0, 当 n 一 00 .从 而 
Joa) fndhe 一 上 gdhe, 当 n 一 00. (4.3) 
由 (4.2), (fn(A)y,Y) = 了 [人 记 dUe+y 一 上 fndpup-w]+3l/oca) fnrduptiv — Joca) fndup—iy]: 
令 n 一 0，, 根据 (4.3) 可 得 
lim(fa(A)p,) 
了 [人 ca 9gdHUe+ 沙 一 Joa) gdp-w| 十 了 [人 ca 9dHUe+iyp 一 Jota) gdup—ivy] 
= Bl(y,W). 
因 ( 访 (4)p;,W%) 是 人 上 共 斩 双 线性 泛 画 ， 因 而 B(o,y%) 也 是 他 上 共 斩 双 线性 泛 画 又 


(4.2) 
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(fn(A)p, | < f(A) llpl yl < frllooliyll vll < lglloollyll lyll ， 
于 是 |B(w,)| 9lslellp Vp,WE XR， 可见 Bo 是 上 有 界 共 罗 f 双 线性 泛 函 ， 从 而 
存在 XH 上 有 界线 性 算 子 ， 记 为 904) , 使 B(w,w) = (gp Vp,weH. 即 
(g(A)p,w) = Ff 9dory — Joca) 9dHg-y] 


(4.4) 
tl C4) 9ptiv — Joca) 9dHp-iy] 
或 者 
(g(A)p,t) = lim (fn(A)y,y), Vo,y EH. 
这 表明 fn(4) 按 弱 算 子 拓扑 收敛 于 9(4) . 
这 个 结果 可 以 加 强 为 
命题 IV.4.4 设 AEL(H) 是 自 伴 的 ，g € B(o(A)). fn€EC(o(4)),n=1,2,.…， {fn} 
一 致 有 界 且 户 (z) 一 g(7z), [kJa.e. 于 o(4A) ， 则 fr(4) 一 g(4) ( 按 SOT). 
证 明 首先 ，Vvwp,weEX 
(fn(A)p,y) = 开矿 fndhip+y — Joa) fndho—wy] (4.5) 
十 和 [Ja fndpotiv 一 人 fndhp-iy] 
(g(A)p,%) = egdauere 一 人 gaue- 这 


十 了 gdHe+ 让 一 Jota) gdjp—iy] 
对 任何 & € XH, pe < 4. 由 假设 f(z) 一 g(x), [ke] ae 于 ol(4) .由 控制 收敛 定理 ， 
im n J (A) fndpe = 上 aa 9dHe . 
于 是 ， 当 mn 一 co ，(4.5) 式 右 端 收敛 于 (4.6) 式 右 端 ， 故 (4.5) 式 无 端 收敛 于 (4.6) 式 左 端 ， 即 
im (fn(A)p,Y) = (9(4)y,D), YE 人 .这 说 明 fn(4) = 9(4) (WOT). 
对 任何 we KH ， 由 连续 函数 演算 性 质 . 
[fa(A)Y — fm(A)Y) 
(fa(A)Y — fn( A fn( A — fm( A 
(fn(A)Y — fm (A [fn(A) = fm A NY, Wp) 
= (fn — fml? (A)yV,V) 2 
( 
( 


| 


大 画 | 蜀 二 入 网 网 有 2 
上 [fn 一 ghduw)? 十 (ea |fm 一 gl2dpw)!/2 0 当 m m 一 09. 

这 说 明 {f(A )w} 是 Cauchy 序列 ， 当 然 收敛， 于 是 存在 了 Be L(H) , 使 (4) 一 B 
(SOT) ， 从 而 及 (4) 一 B (WOT) ， 而 弱 算 子 拓扑 中 的 极限 是 唯一 的 . 故 B = g(4) .于 是 
fn(A) — g9(A) (SOT). 2 

定义 映射 7 : B(c(4)) 一 CO1) 为 

J(f) = f(A), vf e B(o(A)). 
这 里 f(4) 是 由 (4.4) 式 给 定 的 ， 容 易 看 出 / 是 自 伴 算 子 连续 函数 演算 的 扩张 ， 称 为 4 之 
Borel 函数 演算 . 

定理 IV.4.5 ( 自 伴 算 子 的 Borel 函数 演算 ) 设 AE L(H) 是 自 伴 的 ， 几 是 4 之 标量 值 
谱 测 度 ， 则 从 B(a(C4)) 到 L(H) 的 映射 了 : f 忆 f(A) ， 有 如 下 性 质 : 

(a) 了 是 代数 *- 同 态 . 

(bp) J(1)=T, 车 fo(z)=z, Vz Eo(4)， 则 Jj(f0)= 


1 入 
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c 7D = fl . 

d) 车 fn,f€ B(o(4)), nn 三 1,2,… (jj 按 上 .|oo 有 界 ， 县 f(z) 一 f(z), 网 ae 
于 o(A). 则 f(A4) 一 /4) (SOT). 

若 / 是 实 值 函数 ， 则 f(A) 是 自 伴 的 ; 若 了 >0， 则 f(A4)>0. 

若 和 EC,veENH, 使 Ay= 和 VV, 则 f(A =7AV YEsBc4)) . 

若 TeEL(H), 使 TA=AT, 则 Tf(4)=f(4)T,， vf eB(o(4)). 


证 明 (a) 只 需 证 7 是 保持 乘法 的 ， 其 余 证 明 是 类 似 的 . 设 f, g & B(o(4)) ， 取 一 致 有 
界 的 fn, gn E€ C(o(A)), 使 Joa) [fn — fldx 一 0， Joa) |gn — gldx 0 .于 是 由 命题 TV.4.4 ， 
fn(A) = f(A4) (SOT) ,fn(A) = f(A) (SOT). 于 是 fn(A)gn(A) 一 fn(A)gn(A) (SOT). 又 
{fngn} 也 是 一 致 有 界 的 ， 且 
上 |fngn a foldn < Joa) |fngn Ee fngldn 让 Joa) |fng 一 jg|dw 
< | fnl| 上 |gn = gldx 本 19。 Jota) |fn = fldn — 0. 
故 (fngn)(4) 一 (f9)(4) (SOT) . 因 所 ,gn &E C(o(4)) ， 由 连续 函数 演算 ， 
(fng9n)(A) = fn(A)gn(A). 
令 n 一 00 ， 由 强 算 子 拓扑 中 极限 之 唯一 性 有 (fg9)(4) = f(4)g(4). 
(b) 这 是 显然 的 . 
(c) 首先 ，vf es B(o(4)) ， 由 了 是 代数 * 同 态 可 知 ， 
FAV = (FA)Y, FA)Y) = (FA) f(A)Y,Y) 
(F(A), 0) = fen) Flapy 
fllaruw(0(A)) = Flav, vw eX. 


可 见 f(A < fly . 
反之 ， 因 是 标量 值 谱 测度 ， 存 在 weH, 使 =pw. ve>0, 令 
E={z€o(A4);|f(7)| > 一 = 
则 4(E)>0. 记 h= Xp， 则 heB(o(4)), 而且 
[a(A)wl? = (a (A)Y,) = fo ll dpw = fg duw = py(E) = 41(E)>0. 


又 
IC = = fo nd = fs lfldpy 
> (fl —e)? fs dpw = (fl — e)2p(E). 
可 见 上 (有 | > 过 人 和 人 和 > fll 一。 ， 因 为。 是 任意 的 ， 故 (A) > fl. 


(d) vw € KH， 由 /是 代数 * 同 态 ， 
fn(A)Y — fA) [f(A)— FAY, [fn(A)— F(A)Y) 
[fa(A)— FOF [fn(A) — FA)Y, Y) 
(fn — F(A)Y, Y) 
二 Jota) [fn — fdpuwv. 
注意 ， jw 冬 人 4， 由 假设 | 万 (z) 一 f(z)| 一 0 [ae 于 cd . 又 |fn 一 了 是 一 致 有 界 的 ， 由 
Lebesgue 控制 收敛 定理 ， [fa(4) 一 了 Aw? = ff -fdpw 一 0. 
(e) 利用 了 是 代数 * 同 态 可 得 . 
(f) vf Ee B(o(4)), 取 扩 EC(lo(4)) 使 fw < n=1,2,…, 且 
fn(z) = f(7), ae 于 04) ， 


= (fn = 
= (fn — 
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由 命题 IV.4.4 ， fr(4) 一 f(4) (SOT) .由 推论 IV.3.10 ， op(4) = 4 之 纯 点 集合 ， 于 是 
fn( 和 ) 一 了 (), n 一 00 ， 由 连续 函数 演算 我 们 有 f(A)w = OV,n=1,2,…. 令 n 一 0%， 
可 得 f(A)w = f(N)Y ， 

(g) vf € B(o(4)) ,存在 fn&€ Cl(o(4), n= 1,2,… ,使 及 (4) 一 1(4) .由 假设 及 
连续 函数 演算 ， 了 fn(4) = fn(4)T,n == 1,2,…. 令 n 一 0 ， 由 强 算 子 拓扑 极限 唯一 性 ， 
Tf(A) = f(A)T. 0 
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定义 IV.5.1 设 忆 表示 了 权 上 了 Borel 代 数 ， 刀 表示 1 上 全 体 正 交 射 影集 合 . 如 果 上 映射 
五 : B86 一 PP 具有 如 下 性 质 : 
(a) E(R)=1, £2(0)=0; 
(b) EE 及 强 可 数 可 加 的 ， 即 对 任意 两 两 不 交 可 数 个 9 € B, n= 二 1,2,:…， 总 有 
E(U 5%,) = 二 BS) (SOT) . 


即 对 Wb EH，B(0 5,) 沙 = 党 (Ss) ， 右 端 级 数 按 H 中 范 数 收 全 
n=1 


(c) 存在 紧 集 开 ， 对 任意 9E 且 ， 只 要 Sn 开 ==1， 必 有 一 (5) = 0 
则 称 巨 :6B 一 人 PP 是 射影 值 谱 测度 ， 或 者 单位 分 解 ， 


注 : (i) 由 (a) ， (b) 立即 可 得 B 是 有 限 可 加 的 ， 即 任 给 有 限 个 两 两 不 交 的 Borel 集 
5 SN ， 有 (U5) = 5 ES,). 
(ii) 对 任意 S51, SEB, 当 51CS5,>,， EE(S1) < E(S2). 
事实 上 , 取 54=52\51, 则 SiNn51=0, 且 S52=SiUS1. 故 由 他 ， 
E(S2) = E(S1) + E(S1) > E(S1). 
(ii) 对 任意 的 81, Ss €E 8， EE(S1)B(S2) = BUS N52) . 
事实 上 ， 
Si1U S2 = [SN\S2z]U 152\51]U [Sm So], 
交感 
B= ONO CTO: 
而 51\52, S2\91, S1 52 两 两 不 交 ， 故 
E(S1US2)= E(Si\S2) + E(S2\91) + E(S1N S52), 
E(S1) = E(Si\S2) + E(S1N S52), 
E(S2) = E(S2\51) + E(S1NM 92). 
这 样 B(S1U S2) 十 (S15S2) = 忆 (S1) 十 (5S2) .用 (91) 作用 上 式 两 端 可 得 
E(SI)E(S1 U $2) + E(S1)E(S1N $2) = E(S1) + BE(S1)E(S2) . 
我 们 知道 ， 对 任意 正 交 射影 P 8 有 了 PQ 一 QP 一 P 合 P<Q. 利用 (ij) 可 得 
E(S1)+ E(S1NMS2)= E(S1) + E(S1)E(S2). 
即 E(S1N 52) = E(S1)E(S,). 
(iv) 对 任意 81, S2 €E B8，E(S1)B(S2) = BE(S2)B(S1) . 
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定义 IV.5.2 设 一 : 8 一 忆 是 射影 值 谱 测度 使 忆 (G) =0 的 最 大 开 集 G 之 余 集 称 为 己 
的 支 集 ， 记 作 supp. 
定义 1 中 (c) 是 说 已 具有 紧 支 集 . 
设 一 : 8 一 PP 是 射影 值 谱 测度 ，Vzx,y eK, 令 
Er)(S) = (E(S)7z,y), SEB. 
易 验 证 B(2,y) 是 到 上 复 Borel 测度 ， 具 有 紧 文 集 ， 特别 Bj,z) 是 下 上 正 Borel 测度 ， 从 而 是 
正则 的 ， 且 | Eco = Bw,a)( 玉 ) = (BZ( 琉 )z,7x) = zj? ， 由 极 化 恒等式 ，YVS es ， 
Ez (Ss)= (EB(S)Y,Y) 
E(S)(z +Y), (T+) — (ES)(z — Y), (7 — Y))] 
[((E(S)(z + iy), (z+iy)) — (BE(S)(z — iy), (2 — iy))] (5.1) 
[Bostyzty) (3) — EBs-y,r-y) (5) 
FI [Briy,wtin) (S) — Er_ivy,s_iv)(S)]. 
可 见 El 是 到 上 复 正 则 Borel 测度 . 
设 了 是 到 上 有 界 Borel 孙 数 ， 积 分 [wm JIA)dEtz mn 有 定义 ， 记 
[RIOAUEL,Y = [RfNdEy, Vr,y EN . 
下 面 我 们 将 证 明 ， 对 固定 f ， 如 上 积分 /& /LA)d(Exz,9y) 是 1t 上 共 斩 双 线性 泛 画 ， 令 
B(x,y) = fp fdABL,Y) ，vYz, yETL. 
注意 ， 对 任意 SeB,， 
Boritzay>(5) = (EB(S)(z1+ 722),Y) = (BE(S)T1,Y) + (E(S)r2,Y) 
= Eczriy>(S) + Ezy>(S), 
所 以 B(zi 十 x2,y) = B(z1,9y) 十 B(z2,y) ， 类 似 可 以 证 明 ， B(z,y) 是 包 上 共 f 双 线性 泛 函 . 
此 外 ， 


| 
-I 
一 


I~. 


| 


|B(z,7)| =| /R/ON)dB,rs| < fw| fr 1dE<z,rs| 
= |flw Ba>(R) = | flollzll?>. 
由 (5.1) 可 得 


BZ,Y) = 3B(z+Y,r+Y) — Bz— yr) 
F [更 (z Fiy,T+iy) — Br — iy,7— iy)|. 

于 是 ， 当 ||zx|| = yl = 1 时 ， 

[B®(z,)| < #2+y,z+)|+ IE(z -yz— | 
[|B(z+ivy,rt+iv)|+ lr — iy,z— iy)|) 
fllz + yl + fz = yll? 
+lflcllz + iyl + foollz ~ iy 
Tf l2 zl? + yl?) + 20zl? + Nivyll?)] 
ez 上 ol = 2 fw: 
可 见 B(x,y) 是 有 界 共 轿 双 线 性 沁 函 , 而 且 |@| < 2|j 川 = . 于 是 必 存 在 上 有 界线 性 算 子 B， 
使 B(x,y) = (Bz,y),vz,y Ee RH, 且 1B|=|®|. BT (Bz,y) = [RFAE,Y), vr,y EN , 
且 1B 引 < 2 用 > . 显然 满足 上 式 的 B 是 唯一 确定 的 . 于 是 我 们 证 明了 如 下 定理 

定理 IV.5.1 设 马 : B 一 人 是 射影 值 谱 测 度 ，f 是 取 上 有 界 Borel 函数 ， 则 有 唯一 的 

BEL(KH)，, 使 


| 入 


I 人 I 人 
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(Bz,y) = [RfNAEM,Y), vr,y EH (5.2) 
且 | 如 | = ||®|. 
实际 上 (5.2) 以 弱 的 形式 定义 了 Mt 上 一 个 有 界线 性 算 子 . 今后 将 (5.2) 简 记 为 
B= /rf(NdB . 
容易 看 到 ， 若 m = inf MM = supsupp; 避 ， 则 也 可 记 为 
B= /” ,fdE. 
用 B( 取 ) 表示 取 上 全 体 有 界 Borel 函数 按 上 确 界 范 数 作成 的 赋 范 代数 . 给 定 射影 值 谱 测度 
互 :6B 一 之后， 我 们 即 得 到 映射 了: B(R) 一 L(7): 
j(f) = fn f (NdE,, Je B(R). 
定理 IV.5.2 映射 了 : B( 取 ) 一 L(H) 是 代数 * 同 态 ， 即 对 任意 f,g€ B(R), a,8 eC,， 


有 
(a) 了 是 线性 的 ， 即 J(aj + Bg) = aj(f)+Bj(g) 
(b) 了 是 来 法 的 ， 即 j(fg) = j(f)j(g)，; 

(c) 了 是 保 * 的 ， 即 [j( 有 )]* = Jj( 朋 . 

此 外 还 有 


(d) Jj(1)=I. 

证 明 (a) 和 (qd) 是 明显 的 . 

(b) 若 f= >. akgXn., 9 = 和 bm 都 是 简单 函数 ， 这 里 {I4}R_1,，{ 刀 }21 尼 为 到 的 分 
划 ， 则 易 证 


bs 
从 而 j(f)j(g) = 实 &, exby (1)E( 局 ) ,而 f9 = 冰 学 arbyXiunz, 亦 是 简单 函数 ， 故 


Ee 


jfg)= 7 > arpbjE(lx NF) . 
k=13=1 


由 谱 测 度 性 质 (i) ， E(k)E(F)= E(Ik NP), k=1,2,.…n, j= 1,2,.…m . 所 以 
J(f)J(g) = J(f9) . 
对 一 般 有 界 Borel 函数 f, 9 , 存在 简单 函数 列 fi, gn 使 上 fn 一 fw 一 0, lgn 一 gllw 一 0， 
从 而 上 fngn 一 fgllw 一 0， 当 对 一 co .由 定理 IV.5.1 及 该 定理 (a) 有 
74) — PN = — DN < A fl a 0, 当 nm%. 


类 似 地 

f(gn) — So = 0, 7(fag9n) — J(f9))| = 0,n — 0%0. 
已 证 J (fgn) 王 JJ)7 1(9 n); 人 2 三 1 2 令 n 一 00, 即 有 

J(f9) = 7(f)J(9). 
(c) 注意 对 任意 x,yeEH，SeB， 

By,z>(5) = (BS)Y, 7) = (y, E(S)7) = (EB(S)7,Y) = Bry>(5). 
这 表明 标量 值 谱 测度 已 -yz> 恰好 是 Ex,y> 0 0 ryeENH 

(IPPz,Yy) = (2, J )= (A( = /Rf(NA(EaY, 7) 

= /RfO) We 
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定理 IV.5.3 设 信 是 可 分 Hilbert 空间 ，4 €E L(H) 是 自 伴 算 子 . wn (Az, x), M = 


sup (Ax,7X) ， 则 存在 唯一 的 射影 值 谱 测度 忆 , 使 m= 二 infsuppB，M==supsupp 避 ,上 且 
llzll=1 


A= [YX ,ME. 


证 明 设 了 :8B(R) 一 L(H) 是 4 之 扩张 Borel 函数 演算 ,定义 
E(S) = J(Xs), VS eB. 
由 Borel 函数 演算 性 质 可 知 (5) e P ， 往 证 忆 : 8 一 也 是 射影 值 谱 测度 . 
(a) 显然 有 EB(R) = 了 及 E(0) = 
(b) 设 {5%} 吕 1 是 两 两 不 交 的 Borel 集合 序列 , 令 S = 局 Sn ,pk 一 殉 。。 ,大 一 12 


oo 三 As . 则 {ypx}&1 一 臻 有 界 ,， 且 
PE(T) > Por), kos, vrER. 


由 Borel 函数 验算 性 质 ，7j(ph) 一 J(go) (SOT). 而 pr = 半 Xs, ,于 是 J(Xs,) = 学 B(5,)， 


jpo) = J(Xs) = BCS) . 这 样 守 BE(S,) 一 B(S) (SOT) ， 即 B(5) = 立 5(S,) . 右 端 级 数 在 
强 算 子 拓扑 下 收敛 . 

(c) 取 玉 =[m,M], 则 o(4)c lm, M]. 对 任意 Se B, 车 SNK=0, 则 Xsloca)=0. 
从 而 (5) = ts) = j(Xsjzcwy) =0. 所 以 suppB c [m,M]. 因而 马 : 8 一 是 射影 值 谱 测 
度 . 

以 下 证 明 ， 对 任何 z, ye KH ， (4z,y) = /0oXd(Ehz,y) ,为 此 ， 证 明 对 任何 连续 函数 
fe C(Im,M]) 都 有 

(F(A)z,Y) = fo FN AE L,Y) , 
这 里 /(4) 是 4 之 连续 函数 演算 . 
对 任何 => 0 ， 由 了 的 一 致 连续 性 ， 存 在 5>0， 使 
If -fA0O) <e, 当 N, Mem,M]), IN—-AM<6. 
对 臣 上 分 刘 D: m=j0<hi<<pun=MR 有 RE EAr= [kiN 0O<k<n,t>m, 


今 


f= Dé) Xa 0), eR. 
则 f: 是 有 界 Borel 函数 , 且 只 要 1D) = max |iw 一 wri| < 5 ,就 有 | 产 - 川 < <。. 由 Boral 
函数 演算 有 | 7(7) - 7 人 < = ,但 7(/) =/(4) ,而 广 是 简单 函数 ， 
js) = HE) Tn) = > FEV EAs) . 
于 是 对 任何 x， ,YE H,， 
DFE) Ec) = FA)z, WD) = (9 HE)E(As)zY) — F(A)z,) 
= (5 JE(AN - f(A)z,)| 
< 1» (6)B(AN) - f(A yl 
J( 


e) — TPNzl yl < ellzll lyll. 


故 [7 oFO)d(Ez,Y) = (f(A)z,Y) . 
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最 后 证 谱 测度 唯一 性 . 设 又 有 谱 测 度 下 :一 P, suppF C [m,M], 使 
A= [7 ,MF,. 
根据 定理 IV.5.2 ， 上 映射 7 : 8(R) 一 COA) ， 
:f= nid = fda, 
也 是 代数 * 同 态 ， 从 而 对 任意 多 项 式 p ， 
[2 opNAE =p(A4) = 有 op(A)dF ， 
对 任何 ze Xx， 


[2 0p)ABEN, 7) = 用 op(A)d(FAzz) ， 
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左 、 右 两 端 测度 都 是 正则 正 Borel 测度 ， 由 Stone-Weierstrass 定理 ， 对 任何 fe Clm,M] ， 存 


在 一 致 有 界 多 项 式 序列 {pn}j 吧 ;， 使 lo 一 川 = 一 0,n 一 00 .于 是 在 
[2 pn(A)d(EAa， ,三 [7 opn(Nd(Faz, 7) 
两 端 ， 令 n 一 co 可 得 
六 of OAE, 2) = 17 fFONAFY, 2) . 
由 Riesz-Markov 定理 唯一 性 论断 ， 对 任何 S$ € 8 我 们 有 
(E(S)z,7) = (F(S)7,7), vr EN. 
再 由 极 化 恒等式 ， 可 得 
(E(S)zx,y) = (FPF(S)7z,Y), vYzyETL 
故 (5S) = FP(S). 


了 


定义 IV.5.3 定理 IV.5.3 中 唯一 的 射影 值 谱 测度 妃 称 为 4 的 射影 值 谱 测 度 ， 或 4 的 


单位 分 解 


至 此 我 们 已 经 建立 了 目 伴 算 子 谱 定 理 ， 即 本 科 《 谤 函 分 析 》 第 五 章 85 中 定理 5.1 ， 这 样 


自 伴 算 子 谱 理 论 就 完全 了 . 


如 果 定 理 给 定 的 是 Hilbert 空间 上 的 正规 算 子 , 我 们 只 须 考虑 C 上 的 全 体 Borel 集合 及 © 
上 有 界 Borel 函数 ， 可 以 建立 起 正规 算 子 的 谱 定理 ， 方 法 是 完全 类 似 的 . 这 里 我 们 不 再 叙述 ， 


只 在 第 六 章 中 几 个 地 方 用 到 少量 结果 . 
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练习 题 


1 设 NeB(0t) 是 正规 算 子 . 证 明 : 存在 等 距 代 数 * 同 态 8 : C(cCV)) 一 BO1) 满足 : 
B(1) = 了 ，B(f0) = NN ， 其中，fo(z) =z，YVz. (这 个 @ 称 为 关于 正规 算 子 N 的 连续 
函数 演算 ) 

2 设 X ={z XY2.…,Xn} 为 有 限 集合 ， 对 其 子 集 已 ， 令 HE) = Card 已 为 其 基数 .考察 

2(X,4) 及 其 上 乘法 算 子 . 

设 {Xn}? 1 是 单位 圆 中 笛子 列 .在 关上 定义 算 子 工 : {an}%21 中 {Anan}%21. 求 o(T), op(T). 

在 1 上 定义 算 子 了 : {Qj}321 {6;}321 ， 其 中 ， 

0 当 j=0， 
B= oj-1 当 je {2k}21, 
2a; 当 je€ {2k+1}21. 


上 CD 


求 I7"|，n>1. 

5 设 4, B,C eB8(KH)， 则 
(a) 若 C 为 1 一 AB 之 道 则 了 7+BC4 为了- B4 之 道 ， 
(b) o(AB)U{0}= 0o(BA)U {0}. 

(c) 不 存在 4, B 使 得 4B- BA=I. 

设 TeB(XH)， 则 

(a) 工 正 规 全 人 zl=l7 zl ，vz eX. 

(b) 工 正规 过 KerT = KerT* = Ran7+ . 

(c) 了 正规 ， 则 Tz = Xz 寺 T*z = Mx. 
(d) 工 正规 盖 对 应 了 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 相互 正 交 . 

7 设 357eB0t) . 若 存 在 正 数 M 使 得 上 5zxl| < MITzl ，Yx € KH ， 则 存在 W € B(X) 使 
得 S= WT. 

8 设 万 ， 是 两 个 正 交 射影 ， 则 下 述 等 价 : 
(a) P = PP = PP . 
(b) < |Pzll, vz. 

c) RanP Cc RanP,. 

2 忆 一 忆 是 正 交 射影 . 

P 是 非 平 几 正 交 射 影 . 

a) 求 o(P). 

b) 对 入 ep(P)， 求 (和 一 P) 的 明显 表达 式 . 

10 设 4 为 可 道 的 正 算 子 . 证 明 : 存在 B 使 得 4 = > 7r ， 这 里 级 数 按 算 子 范 数 收 敛 . 考 
察 何 时 B 为 正 算 子 . 

11 设 4 为 正 算 子 ， 且 有 自然 数 m 使 得 A” 是 紧 算 子 . 证 明 : 4 是 紧 算 子 . 者 将 “4 为 正 算 
子 ” 改 为 “4 为 自 伴 算 子 ”结论 又 如 何 ? 

12 设 4 为 自 伴 算 子 ， 则 存在 正 算 子 4A1, 4- 使 得 4=4 -4 上 且 4+4 =4 -At+=0. 


[ex 


ie) 
水 
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13 设 AeB(H),，Ran A RanA. 
(a) 证 明 ， 存在 无 穷 维 子 空间 Ho 满足 TtomRan4 = {0}. 
(b) 证 明 ， 存在 单 射 的 紧 算 子 K 满足 Ran K Nn Ran 4 = {0}. 
14 设 Ae B(KH) 是 正 算 子 . 证 明 : |(Az,y)| < |(Az,z)|iyz|(Ay,y)l1y2 ，YVz,yeEN. 
15 设 A € B(XH) 之 极 分 解 为 4 = 014|, 则 4* 之 极 分 解 为 4* = U*|4*|, 从 而 对 所 有 n = 


IAl* 0 OD | 
1,2,... ,|APU* =U*|A*|I? 与 交换 . 
14| | 全 邑 0 4 与 Be 


16 设 A,BeB(H),A>0,B>0. 则 4B>0<—= 4B=BA. 
17 举例 说 明 两 个 正 算 子 之 积 未 必 是 正 算 子 . 
18 设 4eB0) ， 则 4 紧 < |4| 紧 . 


19 设 Ae B() 之 极 分 解 为 4= UAl, 户 (z) = . 则 SOT- lm 4 户 (4) = 忌 ， 
二， TX< 

20 设 和 4 自 伴 ，(4 一 和 p=0,p#0. 则 py(o(A)\ {XD =0, pp({N) = lvl. 
21 设 {en}?21 是 Hilbert 空间 KL 上 的 一 个 正规 正 交 基 ， 了 是 多 上 的 一 个 有 界 自 伴 算 子 ， 而 
且 Ten = 志 en,Vn>1. 令 p= 沁 南 en ，pw 为 了 关于 的 谱 测 度 . 令 妃 =[0, 荐 . 求 


Hp(E). 


第 五 章 ”C, 类 算 子 


本 章 中 总 假设 1 是 可 分 的 无 穷 维 复 Hilbert 空间 . 
设 4e C(t) 是 紧 算 子 ， 则 4*4 是 紧 自 伴 算 子 ,由 Hilbert-Schmidt 定理 ， 存 在 的 正规 
正 交 基 {en}?1 ， 使 本 
4*4op = 2 HUn(pen)en Vp ENH. 
换言之 ， {jw}?2i 是 4 之 全 部 特征 值 ， 按 重 数 重 复 排 列 ， 不 失 一 般 性 可 设 jw 0. en 是 
4A*4 与 jw 相应 之 特征 向 量 . 令 入 = Vln n= 1,2,…， 称 {入}%1 是 4 的 奇异 值 . 对 
1I<D<co， 记 
cn={4sZO0t): 4 是 紧 算 子 ， 且 沁 坟 <+o0}. 
可 以 证 明 ， 每 个 Cy 部 是 A(X) 中 一 个 理想 ， 全 体 ( Cp 中 算 子 称 为 Schatten 类 算 子 . 特别 p= 1 
和 pb 二 2 时 ，Cy 是 两 类 很 有 用 的 重要 理想 .Ci 称 为 迹 类 算 子 ，C2 称 为 Hilbert-Schmidt 类 算 
子 . 在 这 章 中 我 们 主要 介绍 这 两 类 算 子 . 


V.1 迹 类 算 子 
回忆 线性 代数 ， 一 个 n x n 矩阵 4 = (aij)nwn 对 角 线 上 表 值 的 和 > aii 称 为 4 的 迹 
(trace) ， 记 为 tr 4 . tr 4 是 相似 变换 下 的 不 变量 ， 即 若 存 在 可 首 窍 阵 9 ， 使 41=5-1459 ， 
则 trA1=trA. 
n 维 空间 C” 上 的 线性 变换 4 ， Fr tn {e;}?-1 下 总 可 以 表示 成 nxn 
和 矩阵 (Qij jnxn 2 其 中 人 (4ej ei),i ,7 一 二 二 
> aii = (Aei, ei) 
亦 称 为 4 的 迹 . 它 也 是 相似 变 换 下 的 不 变量 ， 因 而 它 与 正规 正 交 基 的 选取 无 关 ， 亦 即 对 C” 
的 任 一 正规 正 交 基 {o 放 六 1 总 有 
2 (Api, pi) = 2 ee 
对 无 穷 维 Hilbert 空间 人 上 有 界线 性 算 子 4 ， 上 述 形式 的 和 是 一 个 无 穷 级 数 ， 不 一 定 都 
有 意义 . 但 是 对 于 正 算 子 AeZL(H), 我 们 总 可 以 定义 
trA= > (hen,en), 
jj 
其 中 {en}?%21 是 7 的 正规 正 交 基 . 为 了 定义 的 一 意 性 ， 必 须 说 明 它 与 之 正规 正 交 基 的 选取 
无 关 . 事实 上 ， 设 {pr} 是 XH 一 正规 正 交 基 ， 则 
5 Apns pn) = (Alpn, Aipn) = 3 A¥pn ll? 


和 
|(A¥ pn, er)|? = = 二 > (A¥ pn, ep 


S 
ll 
记 


| 
WE 
WE 


S 
ll 
记 
Ee 
ll 
记 


= > » |(pn, Aser)? = > |Azerll? 
Caln 太守 二 
一 3 (Aex., ex). 


™ 
| 
请 


V.1 迹 类 算 子 


定义 V.1.1 设 AEL(H) 是 正 算 子 . 
tr 4 > 3 (Aen, en) ¥ 
多 一 圭 
称 为 4 的 迹 ， 
由 上 述 运算 可 见 ， 正 算 子 4 的 迹 可 以 表示 为 
trA= > Asenl?, 


其 中 {en}%% ,为 多 的 任 一 正规 正 交 基 . 如 果 {pn} 人 1 上 


必 有 

DP (Arn o= DlAlpal? < tr4. 
但 是 , 若 {eoj 是 N(4) + 的 正规 正 交 基 就 有 
PD (Apn or) = DAlpal? =tr4. 


事实 上 , 设 {wm}mw_1(M 有 限 或 者 可 数 ) 是 N(4) 之 正规 


正规 正 交 基 . 于 是 
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对 KH 的 任 一 正规 正 交 基 {en}> |, 令 


只 是 的 正规 正 交 系 (N 有 限 或 可 数 ) ， 


正 交 基 , 则 {yk}U {wm} 是 多 之 


M N 
trA= (Agpx, Pk) 十 这 (Avym, Vm) Apr, pk) 


这 里 用 到 才 。E N(4， 即 A 二 0 员 二 .… M. 
关于 正 算 子 的 迹 有 如 下 简单 结果 . 
命题 V.1.1 设 4, BE L(H) 都 是 正 算 子 ， 则 


b) tr(AX4) = Mr A, vA>0. 
c) 当 A>B,trA>trB. 
d) 车 U 是 部 分 等 距 ， 则 
tr(VUAU*)<trA. 

特别 ， 若 U 是 丁 算 子 或 以 N(A)+ 
tr(VAU*)=trA. 

(e) 车 U,V 是 部 分 等 距 ， 则 

tr(UVAV*U*)<trA, 


为 初始 空间 ， 


有 R(A) 为 终 空间 的 部 分 等 距 时 ， 


的 侍 何 下 汪 远 交 条 {pn}a(N 有 限 或 可 数 ) ， 
DIUVApn pa) < [D(Apn pr)i (tr A)Y < trA. 
证 明 (a)， J (c) 是 显然 的 . 
(d) 设 {em}Mi 是 N(V*) 之 正规 正 交 基 ，{ponj 刀 1 是 N(V*)- 之 正规 正 交 基 (M 与 N 
有 限 或 可 数 ) , 则 {femj%-iufeonj 六 是 7t 的 正规 正 交 基 . 由 U* 亦 是 部 分 等 距 , 故 {Z*on} 六 il 
仍 是 Kt 中 的 正规 正 交 系 ， em = 0, m= 1,: wa 于 是 
tr(UVUAU*) = (UAU*em, em)+ Ol ny Pn) 
至 (Vaden) 二 Gav pnsU pn) <trA. 


特别 车 UV 以 N(4)+ 为 初始 空间 ， R(A) = N(4)+ 
N(4)* 上 的 西 算 子 . 这 样 ，{U*pn}n-i 是 NN(4)™ 


为 终 空 


zs 间 的 部 分 等 距 ， 则 UV 及 U* 都 是 
的 正规 正 交 基 . 于 是 
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N 
tr(VUAU”*)= 3 (AU pn, Upn)=trA 


n=1 
U 是 西 算 子 ， 则 对 Xt 之 任意 正规 正 交 基 {enw}?1 ， 都 有 {UVU*en}21 仍 是 Mt 之 正规 正 交 
基 . 于 是 OO [ee 
tr(UVUAU*)= > (VAU*en,en) = > (AU*en,U*en)= trA. 


.sk Ph 
(e) 注意 A4>0， 从 而 VAV* > 0 ， 依 次 用 (qd) 可 得 
tr(UVAVU) <tr(VAV) <trA. 
设 {pn} 是 X 的 任意 一 个 正规 正 交 系 ， 由 Schwarz 不 等 式 ， 
I((UVApn, pa) = |(A3pn, A3V*U* pi) < A3pal|A3V* Ul. 
再 由 Halder 不 等 式 及 (d) 


> (UV Apn, en [A¥ pal | ASV* “en 


I 人 
= 


ll 


1 六 1 

1A?pnl)? (2 MASV*U" pnll)? 
Nv 

= 


(4pn pn)]3[ 


(Apn, pn) [tr (UVAV*U*)] 


I 人 
ww 
Mz 


S 
ll 
户 


(UVAV*U* pn, pn)]3 


|| 
Mz 


S 
ll 
请 


入 
S 
ziMJ= 


(Apn, pn)]3 (tr A)3. 


VN 1 二 
(CTY4pm pn)| < 人 <trA. ~ 


Mg>z NIA 


户 


VN 二 二 
而 [2 (Apn, pn) < (tr4A)? ， 故 
定义 V.1.2 设 AeL(H)， 如 果 妇 |4|<+oo， 称 A 是 迹 类 算 子 . 迹 类 前 子 之 全 体 记 
为 C1. 
定理 V.1.2 (1) Ci 是 线性 空间 ， 且 对 任何 A,BeE Ci,aEC 总 有 
tr|4+B|l<trlAl+trIB| 
trlaA| = |altr|Al. 
(2) Ci 是 CN) 的 理想 ， 即 对 任何 4ECi,TEL(KH)，,， 总 有 了 TA4, AT ECi. 
(3) Ci 是 自 伴 的 ， 即 对 AECi, 必 有 A*EC1, 且 tr|A*|=tr|4|. 
为 证 明定 理 V.1.2 ， 我 们 需要 如 下 引 理 . 
引 理 V.1.3 每 个 TE L(H) 可 以 表示 为 四 个 西 算 子 的 线性 组 合 . 
证 明 首先 , 令 
Tra=3T+T*), Tr= 吉 (TT-7*), 
则 ， Tr, Tr 狂 是 自 伴 算 子 ,而且 
T= TR+ 172717. 
这 说 明 每 个 全 e LA(X) 可 以 表示 为 两 个 自 伴 算 子 的 线性 组 合 . 于 是 只 须 证明 每 个 自 伴 算 子 可 表 
示 为 两 个 西 算 子 的 线性 组 合 . 
设 4<s L(H) 目 伴 ， 不 失 一 般 性 可 设 上 4 < 1 .考虑 定义 在 |-1, 1] 上 连续 函数 
p14(t) =t+iVi- 8, op_(t) =t-ivVi-R,tel[-1,1) 


显然 


PT = Pp-, p+)P(t) =1, 3p+(t)+ 39- (的 =t,te[-1,1l. 


MI 请 


V.1 迹 类 算 子 85 


由 4 之 连续 函数 演算 ，p+(4), P-(4) s LA(KH) ， 而 且 
[p+(A)* = wp-(A), p+(A)p-(A)=1, 3p+(A)+3p-(4)= 4. 
这 表明 p+ (4), wp-_(4) 丝 为 西 算 子 ， 而且 4 是 其 线性 组 合 . 0 


定理 V.1.2 的 证 明 (1) 设 4,BeCi，, 则 tr|4| <o,trIB|<o， 考虑 4 十 B, 4,B 之 
极 分 解 
A+B=U|IA+B|, A=V|Al, B= WIB|, 
这 里 U,V, W 均 是 部 分 等 距 ， 则 UV* 亦 是 部 分 等 距 ， 而 且 UV*U 是 Ran|4 十 如 上 正 交 射影 
I4+Bl=UV*(A+B). 
于 是 对 7t 的 任意 正规 正 交 基 {pr}21 ， 


oo 


tr|/4+B| = 2 (A+ Blpn, pn) > 2 (WU (AT Bprs pn) 


区 
oo 


= | + 2 MU WB 
<triA|+tr|Bl. 
最 后 一 个 不 等 式 用 到 命题 V1.1 之 (e) , 可见 4+ BeCi. 又 着 aeE@ ,由 Jah|=|all4|， 
及 命题 V1.1(b) 知 
trlaA| = |altr|A|. 
可 见 aAeCi. 
(2) 车 AeCi, TeL(KH)， 由 引 理 V.1.3， TT 可 以 表示 为 四 个 西 算 子 之 线性 组 合 ， 于 是 
由 (1) 只 须 证 对 每 个 西 算 子 VU, V4, 4AU es C1 .注意 
(UA(UVUA)= A*U*UVUA= A*A, 
由 正 算 子 平方 根 唯一 性 ，IZ4| =|4| . 这 样 当 AeC1, 必 有 UAECi. 又 
(4D)*(4D) = U*A*AU.. 
注意 U*|4IU 是 正 算 子 ， 且 
(UAU?=UAUUIAUV = UARUVU=U*A*AU. 
同样 由 正 算 子 平方 根 之 唯一 性 ， 有 4VI = U"|4IV .从 而 
trIAU|=trU*|AlV = tr|Al|. 
可 见 ， 当 Ae€ Ci 时 必 有 AU & C1. 
(3) 设 4=Z4 是 4 之 极 分 解 . 则 4*=|4IV*, 44* = 014PU* . 注意 UIAIV* >0， 
而 且 
(UIAI)?=UAUUAU =UAU* = 447* ， 
所 以 |4*|=UIAIU*. 故 
trI4*|= trUlAIV* < tr|Al. 
可 见 当 A e C1, 4* ec ， 又 由 对 称 性 ， 
trIA4|=trIA™*| < triA*|. 
总 之 ，tr|4*|=tr|4|. 0 


引 理 V.1.4 设 AEC1，,， 则 4A 是 紧 算 子 . 


证 明 由 定理 V.1.2 之 (2) ，C1 是 理想 . 由 AeEC1, 知 A4*AeECi. 设 {pnj2i1 是 多 的 
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正规 正 交 基 ， 则 
tr (A*A) = > (MApn, pn) = > Apnll < 十 co. 


对 每 个 自然 数  ， 定 义 线性 算 子 A 如 下 ， 
易 见 hi 是 人 ! 上 有 限 秩 算 子 ， 注 意 儿 = 二 (yenjwn ， 
4 = 二 (pn) Apn ， 
则 
IAxw — A = > Wp)Apnl < 5 lb, pn)llApal 
rps n=k 二 1 


(CF Nw oP) DF Apnl2)s 
n=k++1 


nt 
< Iwl( 5 lApnl?)3. 
n=k++1 
可 见 当 天 一 co 时 页 
14=-4< (于 4pnl2) 二 一 0. 
n=k++1 


所 以 4 是 紧 算 子 . 
引 理 V.1.5 设 AeL(H) 是 紧 算 子 ， 则 
好 |4| = > 》Xn ， 
六 党 于 
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这 里 {Mn}21 是 4 之 奇异 值 ， 校 重 数 重复 排列 ，A 和 0 ,以 后 总 这 样 假设 ,不 再 每 次 重复 . 
证 明 由 4 是 紧 算 子 知 4A*4 是 紧 自 伴 算 子 . 根据 Hilbert-Schmidt 定理 ， 存 在 Xt 之 正规 


正 交 基 {yn}?2i 使 
A*Apn, = Npn, n= 1,2,.... 


其 中 {Ax}?%21 是 4*4 的 全 部 特征 值 ， 按 重 数 重复 排列 ， 且 单调 下 降 于 0， 从 而 


|Alpn 二 Mpn, 7 一 1 2; Se 
于 是 


Ooe 


tr|4| = 3 (|Alpn, pn) = 2 Mnpn, pn) 2 和 mn. 


多 二 沁 n 


由 引 理 V.1.4 和 引 理 V.1.5 立即 可 4 


定理 V.1.6 设 TeL(KH), 则 TEC1 当 且 仅 当 下 是 紧 算 子 且 ) Mn <00, 其 中 {Mn}?2i 


往生 证 
是 工 之 奇异 值 . 
特别 地 ， 有 限 秩 算 子 都 属于 C1. 


这 个 定理 告诉 我 们 在 本 章 前 言 中 给 出 的 C1 的 概念 与 定义 V.1.2 是 一 致 的 . 


定理 V.1.7 对 4eCi, 今 
|4l = tr|4| ， 
则 4lli 是 C1 上 范 数 ，C1 按 上 :i 是 一 个 Banach 空间 ， 而 且 
4 <lAll, vA eci. 


证 明 首先 ， 由 定理 V.1.2(1) 可 知 ，|4l 是 C1 上 的 范 数 ， 往 证 
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Al < 4 Y4eca ， 
事实 上 ， 因 |4| 是 正 算 子 ， 则 
上 4 时 = 有 4 =44 =I4IP . 
从 而 
上 4 = IN4 = IN4 寺 = sup | lAliol? 
lvll=1 
= Sl ») < tr|A|l = 4. 
下 面 证 C1 按 | 是 Banach 空间 ,只 须 证 Ci 按 范 数 上 .| 是 完备 的 . 设 {4}% ic Ci 按 
二 是 Cauchy 序列 , 即 上 4% 一 4m 一 0, 当 n,m 一 00. 由 已 证 可 知 ， An 一 Am|| 一 0, 当 
n,m 一 00， 即 {4w}%2i 是 L(H) 中 Cauchy 序列 . 于 是 存在 4s CO ,使 上 4 一 4 一 0， 
pe 罗 证 二 和 站 0 赣 基 663 
首先 证 明 4 s C1 . 因 {An}%1 按 中 :| 是 Cauchy 序列 ， 故 存在 常数 M > 0 ， 使 得 
1 < Mn 二 1 2 设 {pmjss_; 是 之 正规 正 交 基 ， 则 对 任何 自然 数 N， 


N 

2 (lp Pr) tr Anl = lr SM. 
令 n 一 00 ， 可 得 

N 

2 (4lpm pm) < M. 


i 
再 令 NN 一 00, 可 得 _ 
tr|4|= 2 (lAlpm, Pm) < M. 


Ne 


故 AeCi. 
其 次 往 证 
a 2 (A Alpm, pm) =0 


对 所 有 mn es NN 是 一 致 的 . 
ve > 0 ， 由 假设 存在 NEN, 使 |4n 一 Anlli <e，, 当 n>NN. 注意 对 任意 n>N， 
总 有 表达 式 
4 一 4=4 一 4v+4vw 一 4， 


考虑 极 分 解 
A A=U|An, -A, A An=VAn- An|, Av- A=WIAn- 4|. 
其 中 U,V, W 都 是 部 分 等 距 . 对 正规 正 交 系 {pm}%_;, ， 由 命题 V.1.1(e) ， 


oo 


> (|An Ey Alpm, pm) 


Tt 
Coe 


= 2 (U*(An— A)pm, pm) 


7 


Co 0 Re Ra (Ur (Ay — A)pm prm)) 


7% 


1 入 


2 上 CTY4 — Anlpm, pm)|+ 2 [(U*WIl|AN — Alpm, pm))| 


< trlAn— An|+[D (An— Alpm, pm)]? (trlAn 一 人) 


注意 AN 一 Ae Ci,tr|An 一 4| 是 常数 ， 存 在 某 个 Ki e NN ,使 当 n> NN 时 ， 
[9 (An— Alpm, Pm)]i(trlAn — AD)? <e, 当 k> Ki. 


?71 一 
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从 而 _ 
2 |(An— Alpm, pm)| <2e, 当 n>N,k>RK. 
m=k 


而 当 n< N ,存在 Ko se N ， 使 当 大 > K2 时 ， 
2 (4 一 4lpm pm)<2e， 当 n<N. 
m=k 


取 Ko = max{ 到 i, K2} ， 则 对 一 切 n ， 都 有 


2 (An — Aly,¥) < 2e, 当 k> Ko. 


m=k 


最 后 往 证 ，|| 4 一 Alli 一 0， 当 n 一 oo 时 . 事实 上 ，VYe > 0, 由 前 证 , 存在 KEN, 使 


Oo 


> (hn 一 Alpm,pm) <e， 对 所 有 neN. 


m=K+l1 


对 取 定 儿 ， 由 上 4, 一 他 一 0 知 上 14% 一 创收 0. 故 存 在 NEN ,使 当 n> NN 时， 
> (An— Alpm, pm) <e. 


N= 
于 是 , 当 n>N， 
An— A =trlAn— Al= 2 (An— Alpm, pm) 


K oo 
= 2 (4 一 4pmopm)+ 2 (An— Alpm, pm) 
m=1 m=K+l1 


<éE+e= 2e. 


注 Ci 在 ji 范 数 下 是 闭 的, 但 在 | 范 数 下 不 财 . 设 {pm}%_1 是 XH 的 正规 正 交 基 ， 
定义 4 为 对 角 算 子 ， 而 
4om = 二 ml， m= 1,2,.... 
易 见 4 是 正 算 子 ， 而 
tr4== > (Apm, pm) = 7 去 三 十 co ， 
即 4& C1 . 对 每 个 自然 数 n， 令 
去 Pm， 当 m 之 n 
0, 当 m >n 
则 4 是 n 秩 算 子 ， 故 A4n s C1 . 显然 
14-—A4l= 直 一 0， 当 n 一 00. 
这 说 明 C1 按 :| 不 闭 . 


AnPpm Eg 


命题 V.1.8 设 4E Ci， 则 对 XK 中 任意 正规 正 交 基 {pnj8i ， 级 数 》 (4pn,pn) 绝对 
和 
收 伍 ， 
2 |C4o pn)| < tr|Al| = 4Alli ， 


且 级 数 入 (4pn pn) 之 和 与 所 取 基底 无 关 . 
也 一 1 
证 明 设 A4=U|4| 是 4 之 极 分 解 , 这 里 U 是 部 分 等 距 . 由 命题 V.1.1(e) , 其 中 站 7， 


二 Apn pn)| = 3 IVIAlpn pn) < trlAl < +eo 
设 {Wk} 只 1 是 7 的 另 一 个 正规 正 交 基 ， 则 
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> DA, pa)( ABU on) 
< OMA pCO 14 


8 


= Aliyel llARBU" 


2 | JA) TE: 
a a (O10 
= a (tr UIA <trldl < +o0. 
这 说 明 级 数 2 立 (4l3wi, pn)( PP) 是 绝对 收 化 的 ， 于 是 可 以 交换 求 和 顺序 ， 这 样 


二 


I 信 
Ne 


2 (A Wh) = D> (VIA th) 
2 yx | ASU* Wi) 

2 (4 yr, pn) (|AlS Uh, pn) 
(A pn) (IAS Us, pn) 


ls 3 pn, ie) (| Al pn, Yr) 


| 
Sv 


pa 


Mw 


S 
ll 
记 


| 
M281 88 
0 


S 
ll 
a 


0A 3 pn, Al pn). 


| 
Ms 


8 


> (UIAlz pn, |AlS yn) 


< Ioanl lA pal 

< 总 | 1Al3pnll3 

和 [4 <+oc. 

说 明 级 数 > I(014l3pws14|3pw)| 收 化 ， 从 而 是 一 个 与 {wh} 无 关 的 常数 8 


| 入 


定义 V.1.3 设 4ecCl， 称 
trA= > (Apn, pn) 
为 4 之 迹 (trace) ， 其 中 {pnjse ii 有 是 XH 的 任意 一 个 正规 正 交 基 . 
定理 V.1.9 tr : 4 一 > trhA 是 Banach 空间 < Ci, 上 :li > 上 的 连续 线性 泛 函 ， 且 
ltr|=1,trA*=trA,vAECi. 
证 明 设 {onj% ;是 7 的 正规 正 交 基 ，vY4, BeCi, 和 eC, 有 4+B,MA4AeC1, 上 且 
(4+ 司 = D(A+B)pn pr) = YD (Apu pn) + (Bon, pn) 
二 trA+trB, 
tr (M0) = DNApns pr) =A PD (Apn,pn) = MrA. 
可 见习 () 是 C1 上 线性 泛 函 ,又 
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tr A =1 > (Apm on) < DNApns pa) < Al. 
故人 t() 是 C1 上 连续 线性 汉 函 , 而且 上 <1. 
另 一 方面 设 4e C1 ， 4 之 极 分 解 为 4=U|A| ， 由 Ci 是 理想 可 知 |4| =U*Ae Ci. 
而 tr|4| = 上 AI 故 lltrl= 
设 AeCi,， 由 定理 V.1.2， A EC 。 
A= 2 (A pn pn)= > (pn, Apn) = 2 (Apn, pn) =trA. 2 


前 面 已 经 证 明 有 限 秩 算 子 都 在 C1 中 ， 下 面 将 证 明 全 体 有 限 秩 算 子 在 C1 中 按照 | .| 笛 
密 . 为 此 先 考 虑 一 秩 算 子 . 
设 p, eX 是 非 零 元 , 用 yp@v 表示 如 下 定义 的 一 秩 算 子 
pOYf)= (Vy, YE 
命题 V.1.10 (a) 当 |yw|=1 时 yp8y 是 XH 到 一 维 子 空间 Span{w} 的 正 交 射影 
b) [pg@y*=%Q@op. 
) (Pp1® 1): (Pp2® YY2) = (p21)Pp1 ® 2. 
d) (Mp) BV = NMP BW), 8 MW)= Mp YW. 
) (Ap) BY = A BV), pS (AYV)= (OWA. 
) tpg@m) = (9p,Y). 
g) ll ® yl = |r®@ wl = vl yl . 
对 任意 的 p,y,pi,wiE 1H,i=1,2, AeL(H), A<EC . 
证 明 是 简单 的 ， 留 作 习题 . 
命题 V.1.11 XH 上 的 任何 一 秩 算 子 剖 可 表 成 py 的 形式 ， 对 某 个 p, WEN . 
证 明 设 TeL(X) 是 一 秩 算 子 ， 则 dim R(T) = 1 . 取 定 pw € R(T), yp 隆 0， 则 必 有 
gEXH, 使 Tg=w%. 因 N(T) 是 闭 子 空间 ， 存 在 分 解 
H= N(T)®N(T). 


令 
g=90+y, go €E N(T), usENIT)-， 
则 
p= Tg= Ty. 
不 失 一 般 性 , 可 设 ly|| 1， 否则 ,以 从 ， 人 分 别 代 蔡 p, 少 即 可 . 则 Vf EH, Tf € RT) 
因 dim R(T) = 1 ， 于 是 存在 常数 aeC, 使 Tf=aw=aTwy， 即 faweN(T). 这 样 
0= (f=—ayv,y)=(f,9)— a(y,yY)= (FW)— a. 
于 是 
Tf=ap=(f,W)p=%8Y(f). ° 
定理 V.1.12 全 体 有 限 秩 算 子 集合 三 在 C1 中 按 范 数 | .| 是 稠密 的 . 
证 明 设 AeCi， ,由 定理 V.1.6 ， 4 是 紧 算 子 ， 而 且 
tr|A| = > Mn < 十 co ， 


这 里 {Xj?21 是 4 之 奇异 值 ， 亦 即 |4| 的 全 部 特征 值 ， 由 Hilbert-Schmidt 定理 ， 存 在 Xt 的 正 
规 正 交 基 {pn} 3 使 |Alpn = Mpn, 7 一 1 2 Y 即 
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4l2 = 二 Xn(o;pn)pon vp EN . 

设 4 之 极 分 解 为 4 = U0|4|, 7 是 部 分 等 距 . 由 N(V) = N(|4|) 可 知 , 当 xn = 0 ， 
Alpn =0， 从 而 Uypn=0. 着 入 了 0, 则 pn 上 N(AD)(= N(D))，|Upn|=|prl|=1. 即 
{Upn}221 中 全 体 非 零 者 仍 是 Ht 的 正规 正 交 系 . 令 有 二 Up n= 1, 2 … ， 则 对 Vp eX 

Ap =U|Alp = > n(P; Pn)U pn = 二) n(Pp, pn)yn = > Mn @ pn(p) . 
即 志 
4 = 和 nn 四 pn ， 
el 
右 端 级 数 是 按 L(7) 中 范 数 收敛 的 ， 对 每 个 KeN, 令 
Ak = 2 和 nn @ pn ， 


则 Ax 都 是 有 限 秩 算 子 ， 而 当天 一 0 时 


上 I 
n=K+1 n=K++1l 
= > Mller = > An 一 0. 
n=K+1 人 九 一 开 十 1 
所 以 三 在 Ci 中 按 上:| 稠密 . 
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定义 V.2.1 设 AEL(KH) ,车 A*A 是 迹 类 算 子 , 即 tI (A*A) < 十 oo , 称 4A 是 Hilbert-Schmidt 
类 算 子 ， 记 为 A€ Co. 
对 A Ee LA(XH) ， 引 进 记 号 
Alls = (tr (A* A))3 
则 4 eC 当 是 仅 当 4ll2 < 二 oo ， 可 以 证 明 ， 对 A 之 任意 正规 正 交 基 {pw}221 ， 
14B= > lApnl? = > 14lenl2 ， 
命题 V.2.1 设 AeL(KH)， 则 
(a) 对 任何 丁 算 子 U ，|4ll2= UV*AUl. 
(b) 对 任意 正规 正 交 基 {pn}?21 ， 
14B= > > IC4ewem)P . 
(c) 4 = 4 . 
(d) A < 1I4lz < 14l . 
证 明 (a) 设 {fpnj% ;是 7 的 正规 正 交 基 ， 7 是 西 算 子 ， 则 {0pw}%1 也 是 XK 的 正规 
正 交 基 ， 于 是 _ 
IU*AUI2 = 之， IU*AUynll? = 2 47en| = |4|l2 . 
(b) 由 于 {pn} 是 4 的 正规 正 交 基 
14|l3 = > |Apnll? = 3 > |(Apn, pm . 
(ce) 设 {on}%; 是 7 正规 正 交 基 ， 由 @& ) 
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143 = 7 7 (hpn, pm)) = 二 2 | Apm)l 


tl 
= = > I(Apm, en) = 4||z. 
(d) 设 peEH ,， 网 二 1， 可 取 Xt 正规 正 交 基 {on} 吕 1: ,使 p1 = . 于 是 
14 = > |Apnl? > lApil? = Apl?. 


即 |4oel < IAll2 ， 从 而 1Al= es |4el < lAll2. 


设 {pr} 是 XH 的 正规 正 交 基 则 _ 
| 4 = 二 | Alpnll? = > > (Alpn, oem) 


= = 二 5 (AlBpn, | Al gn) 


St 


< lap Ao 


nl m1 
(> | Alipnll? (> | Alipmll’) 
= tr|A|. tr|A| = A 
故 All2 < 4lli. 0 
定理 V.2.2 Co 按 上 :|2 是 一 个 Banach 空间 . 
证 明 设 {pr}%2i 是 XH 的 正规 正 交 基 ， 则 
I4+Bl。 =(5 |((A+B)pn, pm)l)3 


ly 


3 


n=1 m=1 
£7 Apw oa) + lBeon om)l)s 
= 4 + Bl 
2A = (3 In 二 = IC Apall?) = II4le ， 
对 任何 4, Be L(H), 和 eC. 
以 上 证 明 C2 是 线性 空间 ,而 且 | | 是 C2 的 范 数 ， 而 < C2, |. |。 > 之 完备 性 的 证 明 与 
第 一 节 中 的 定理 V.1.7 < C1, | .| > 的 完备 性 的 证 明 是 类 似 的 ， 这 里 不 再 资 述 . 
引 理 V.2.3 设 AEe L(H) 是 紧 算 子 ，{ 和 }% 1 是 4 之 奇异 值 ， 则 
14B= 二 总 ， 
证 明 由 于 4"4 是 紧 自 伴 算 子 ，{X} 沪 ， 是 全 4 之 全 部 特征 值 ， 按 重 数 重复 排列 ， 存 
在 7 之 正规 正 交 基 {pnj 兴 1 使 
A*Apn = Mpn, n= 1,2,.... 
于 是 
14 作 = 如 (人 有 = 二 (4owp = 二 总， 。 


n=1 
定理 V.2.4 设 AeL(KH)， 则 Ae Cs 当 且 仅 当 A 是 紧 算 子 ， 且 入 )2 < Too ， 其 中 
好 二 二 


{Xn}%21 是 4 之 奇异 值 ， 特别 地 ， 有 限 秩 算 子 都 在 C2 中 
证 明 由 引 理 V.2.3 只 须 证 必要 性 . 
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设 4ecC。， 则 4*4AeCi. 由 第 一 节 定 理 V.1.6，4*4 是 紧 算 子 , 旦 
tr (A*A) = > Ae 
于 是 |4| 是 紧 算 子 ， 和 U|4| 亦 是 紧 算 子 . 9? 


定理 证 明 中 用 到 如 下 论断 (其 证 明 作为 练习 题 ) : 
设 4e L(X) 是 紧 算 子 ，4>0 ， 则 43 也 是 紧 算 子 . 


定理 V.2.5 全 体 有 限 身 算 子 三 在 C2 中 按 ‖ .|| 稠密 . 
证 明 设 Ae Co {ww} 只 1 是 正规 正 交 基 ， 则 
14 必 = > Apal? < +oo 
对 每 个 Ne N ， 定 义 Ht 上 线性 算 子 4w 如 下 


Apn, nN, 
ANpn 7 
0， 7 > 
则 Aw 是 有 限 秩 算 子 , 且 当 No0 . 
14-Anl3= > 14- An)pal ?= 于 lApnl? — 0. 0 
= n= 二 N+ 二 1 


由 定理 V.2.4 ， 命 题 V.2.1 我 们 知道 
FCCICC CK(H), 
Sh A AAI ted ss 
例 V.2.1 设 {on 21 是 7 的 正规 正 交 基 ， 
Awpn = 广 or， 有 一 1 2,…: 
Bopn = 二 pm n= 1,2,.…: 
则 4, Be L(H)， 易 证 AeK(H). 但 是 4A¢4Co. 而 BeCs, 但 是 Be&Ci. 
定理 V.2.6 (a) 设 AeCz, TeL(KH). 则 Th, ATE Cz. 而 且 
[TAl2 < TH Za < ITH AI ， 
而 C2 是 L(H) 的 一 个 双边 理想 . 
(b) 若 4,BecCzs,， 则 4BeCas， 且 
|4Bll < | Allsll Bl . 
特别 地 ， 对 任意 自然 数 n 
|4"l2 < 4 ， 
证 明 (a) 设 {fprjxl 是 允 的 正规 正 交 基 ， 则 _ 
ITAl = > TApal? < > 二 en [TI 2 lApnl 
-7 .41l2. 
可 见 TA4lls < | 了 7 川 4lls。， 由 命题 V.2.1 之 (c) 及 已 证 可 得 ， 
|47| = 147T)*|z = 7T*A* < TAN = TA ， 
(b) 由 (a) 及 命题 V.2.1(d) 可 得 . 0 
定理 V.2.7 设 4, BeCs, 则 4BeCl， 且 
14Blli < ||Allz |1Bll2. 


V Cp 类 算 子 


证 明 设 4B 之 极 分 解 为 4B = UI4B|， 其 中 U 是 部 分 等 距 , 则 |4B|=U*4B. 对 
之 任意 正规 正 交 基 {wn}?%21 ， 
|4Bl = tr|4B|= 2 (ABlpn, pn) = 2 (VU*ABpn, pn) 


sl a 
00 


= DBow A Upn) < DNBpal lA Upnl 


弛 二 出 


< (Bo) NA Ugo) 
= 1Blall4rrla 

< BlalAlalol 

< 14lplal 


定理 V.2.8 在 C2 中 定义 
(A,B) =tr(B*A), vA, BeC,. 
则 (，:) 是 C2 的 内 积 ,而 且 按 照 这 个 内 积 ，C2 是 一 个 Hilbert 空间 . 
证 明 ”显然 对 任何 4e Ca2 ， 
(4, 4)=tr(4*A)=||All?. 
根据 定理 V.2.2 ， C2 按 上 | 是 完备 的 ， 故 只 须 验 证 (，) 是 C2 上 内 积 . 
(i) (44)>0 且 4=0 今 (4 4)=0 是 显然 的 . 
(i) 由 定理 V.2.7 及 第 一 节 定 理 V.1.9 ， 
(Ai1+ hz, B) =tr[B*(A1+ A2)] =tr(B*A1 + B*A2) 
=tr(B*A1)+tr(B*A2) = (41, B) + (42, B). 
(过 ) 同样 ， 由 第 一 节 定 理 V.1.9 ， 对 任何 wedC ， 
(aA, B)=tr[B*(aA)]| = atr(B*A)= a(A, B). 
(iv) 由 第 一 节 定 理 V.1.9 ， 
(4, B)=tr(B*A)=tr(B*A) =tr(A*B)= (B, A). 0 
注意 ， 由 定理 V.2.6 ， C2 还 是 一 个 代数 ， 且 4Bll2 < 4llzl Bl v4, B es C2。 ， 事实 上 ， 
< C2,| .| > 是 一 个 典型 的 Hilbert 代数 . 


V.3 Cp 类 算 子 空间 的 对 偶 
在 本 科 泛 函 分 析 中 大 家 已 经 知道 
(co EL CorElm 人 ey, 
这 里 co 表示 收敛 于 0 的 数列 的 全 体 作 成 的 Banach 空间 ， 上述 的 包含 关系 仅仅 是 指 集合 的 包 
含 ， 对 Cp 类 算 子 我 们 将 得 到 类 似 的 结果 ， 即 
[KG SC1 CC CK(H) CLH) SE (C1). 
这 里 大 (7t) 表示 KH 上 全 体 紧 算 子 集合 ， 它 是 L(7) 的 一 个 双边 理想 . 
命题 V.3.1 设 AeCi,TeL(H)， 则 
tr(AT)= tr(TA). 
证 明 因为 任 给 Te A(X) 可 以 表示 称 为 四 个 西 算 子 的 线性 组 合 , 而 tt() 又 是 C1 上 的 线 
性 泛 函 ， 于 是 只 须 对 了 是 丁 算 子 证 明 等 式 成 立 . 
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设 {pr} 是 XH 之 正规 正 交 基 ， 则 {Tor} 1 亦 是 XK 的 正规 正 交 基 . 于 是 
tr(TA) = > (TATpn, Tpn) = > (T*TAT pn, pn) 


= 一 二 


8 


= 2 (ATopn, pn) = tr (AT). 


A 


引 理 V.3.2 设 AeCi，, 则 |Al3€ Cs， 而且 
14l = 14 
证 明 设 {pr} =1 是 多 之 正规 正 交 基 ， 则 
1 14 = 二 上 4l#eonl2 = Apn, Ag) 


= 2 (Alpn, pn) = tA = A 


Es 


命题 V.3.3 设 AeCi,TeL(H)， 则 
ITAl < TAN ATH < THIAN. 
证 明 考虑 4 及 TA4 之 极 分 解 ，4= UI4|, TA4=VITA| ， 其 中 U,V 是 部 分 等 距 ， 那 么 
IT4=VYTA=V*TUI4|. 设 {pn}%21 是 多 之 正规 正 交 基 . 由 引 理 V.3.2, |4|3, |Al3U*T*V < 


C2 . 于 是 
上 74 =tr|T4|= 二 (hip pn) 


= 二 (V*TU|Alpn, pn) 


= 3 (Al3 pn, AlU*T* Vpn) 
| Al3cpn]2)3 区 | ASU*T*V on)?) 
= A A0"T Vl 
< A A TV 
< AVIENOSI TN VN = A 
进而 ，|4T = 47 六 = 7 4 < = II ， o 
取 定 4e Cl ， 定 义 
14(T) =tr(AT), vT € LA(H). 
则 14 是 L(X) 上 线性 泛 函 ， 而 且 
a(T) = tr (AT)| < ATI < 4 
可 见 14 是 L(X) 上 连续 线性 泛 函 ， 且 ||14l| < 14lli ， 这 样 我 们 得 到 如 下 结果 : 
定理 V.3.4 对 AeCi,， 
14(T) = tr(AT), vT € LA(H) (3.1) 
是 L(H) 上 连续 线性 泛 函 ， 且 | < 上 4. 
K(X) 是 CO1) 的 闭 子 空间 ， 于 是 14 在 K(X) 上 限制 14: 
La(C) =tr(A0), vC € K(H) (3.2) 
是 K(XH) 上 连续 线性 泛 函 ， 如 果 XL 是 无 穷 维 Hilbert 空间 ，L(H) 上 连续 线性 泛 函 并 非 都 是 形 
如 (3.1) 者 ， 而 (KH) 上 连续 线性 泛 函 都 是 形 如 (3.2) 者 . 


| 入 
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引 理 V.3.5 设 4ecCi， 则 
上 4 = la = sup{ltr(4C C € K(7), ICN < 1}. 


证 明 ”由 定理 V.3.4 ，||iall < 4l . 反之 , 设 4= UI4| 是 4 之 极 分 解 ，U 是 部 分 等 
距 ，{eon}j? 1 是 XK 之 正规 正 交 基 , 则 ”wj@wj 是 XH 到 子 空间 Span{y,… ,pn} 上 的 正 交 射 
j=1 


影 。 于 是 (部 py @ py)0" 是 有 限 秩 算 于 , 且 |( 研 or gj <1. 故 
lial 2 (> v2; @ walv")| 
[32 v0; @ pi)0* A 


pi; ® 97)|4 


| 
a 
与 


| 
Es 
3 


~ 
ll 
A 


| 
WB 
2 


Al(w; ® pi)] 


Cs 
ll 
户 


| 
Ms 
2 


|Alyp;) ® pjl 


二 
ll 
户 


| 
Ms 
ES 


Pj) Pi). 


于 
性 


令 n 一 00 ,可见 al > 三 (eno)= 4 . 。 
过 


定义 映射 p: C1 一 [K(XH)]” 为 
0: 4 一 4Y4EcCi . 
易 见 这 是 一 个 线性 映射 . 进而 有 下 面 定 理 . 
定理 V.3.6 映射 p: 4 一 i4 是 C1 到 |K(H)]* 上 的 等 距 同 构 ， 即 [K(H)]* 衬 C1. 
证 明 由 前 述 只 须 证 明 p 是 满 射 的 . 设 1e (7H)]* , 令 
B(f, 9)=l(f 89), vf, gE NH. 
易 证 呈 是 1 上 共 恩 双 线 性 泛 函 ， 且 
|®(Ff, 9)| = li(f ® 9)| < He ， 
即 更 是 有 界 的 . 故 存在 Ae LA(H) ,使 
Bf,g9)= (47, 9), vf,g EH , 
即 
lf @g)=(Af,9)=trl(Af) 8 9 =tr[A(f 8 9)), vf, gE KH. 
设 下 使 有 限 秩 算 子 ， 则 忆 可 以 表 成 几 个 一 秩 算 子 之 和 ， 再 由 第 一 节 命题 V.1.11 ， 下 可 表示 
成 下 ph @ gj,fj,9; € KH,j 二 1,…,n. 由 上 式 可 得 


1(F) = > 0; @ gj) = Dt (Af; ® g;) =tr(A 3 fg9) =tr(AF). 
往 证 A4€ Ci. 设 A= U0|4| 是 4 之 极 分 解 ，{wpr}?2l 是 7 的 正规 正 交 基 . 对 任何 
K 
KeN, (2% 21@ pi]U* 是 有 限 秩 算 子 ， 旦 
J 三 
K K 
N29; ® wilU*| < 2 9 @ ol <1. 
汪汪 We 


于 是 
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K K 
Wal 2 pe od) lA pr plU")| 


-jn pi; 8 oj A)|= ie 5 @ p14)| 


K K 
四 i |Al(v; ® 9 = 人 


K 二 
= rl(|Alyp;) ® wi] = 2 (|Alyp;, p37). 
各 名 
令 天 一 co， 可 见 
|4l = 2 (lAlps, 5) < 中川 . 
省 
即 4e Cl .于 是 
I(F)=tr(AF) =i(F), YF Ee F. 
已 知 全 体 有 限 秩 算 子 在 K(X) 中 按 算 子 范 数 稠密 ， 故 1 = 74 . 
对 固定 Te L(KH) ， 定义 
Fr(A) 三 :二 (TA4), vAc C1. 
显然 ，Fr 是 < Ci, | > 上 连续 线性 泛 画 ， 事实 上 ， 还 有 下 面 结论 成 立 . 
引 理 V.3.7 ||Fr|| = Tl. 
证 明 首先 ， 由 命题 V.3.3 ， 
IFr(A)| = | TA) < TA < THA ， 
故 Frl| < IC， 


另 一 方面 ，Vf eH f=1, 若 Tj#0,， 取 9= 让 用 , 则 lo =1. 


且 1 je@ogla=lNNlol=1L.， 从 而 
|zrl =|fr(f @9)|=|tr(T(f 8 9))| 
=|tr((Tf)® 9)|=|(77,9)| = 7H. 
故 T= sup{|TH; fe ,f= 1} < rr. 
定理 V.3.8 设 p:L(KH) 一 CY 由 下 式 定义 
p: To Fr,vTe L(H). 
则 p 是 L(H) 到 CI 的 等 距 同 构 ， 即 L(H) 宏 CI. 
证 明 显然 p 是 线性 映射 已 证 明 p 是 等 距 ， 只 须 证 明 p 是 满 射 的 . 
设 ieCr+, 令 
B(f,9)= lf 89), Vf, gE NH. 
易 证 呈 是 1t 上 共 恩 双 线 性 泛 函 ， 且 
I®(f,9)|= lf ® 9)| < NH ® gl < iillfllllgll, vf,ge x. 
可 见 ， 更 是 有 界 的 . 故 存在 Te L(KH) ,使 
B(f,9)= (Tf,9),vf,g EH. 
即 
lf @g9)= (Tf,9)=trlTf) 8 9 =tr(T(f 8 9)). 
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而 jjQ@oecCl， 


因 每 个 有 限 秩 算 子 可 表示 为 形 如 f @ 9 的 一 秩 算 子 之 和 ， 于 是 对 任何 有 限 秩 算 子 FF 总 有 


IL(F)=tr(TF) = Fr(F). 
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又 由 第 一 节 定 理 V.1.12 ， 全 体 有 限 秩 算 子 三 在 C1 中 按 范 数 上 外 .| 稠密， 故 1= Fr. < 
定义 V.3.1 CO1) 作为 Banach 空间 < Ci,| :i> 的 对 偶 ， 其 上 的 弱 ” 拓扑 o(L(7H),C1) 
称 为 超 弱 拓扑 . 
定理 V.3.9 在 CO) 上 ， 
弱 算 子 拓扑 < 超 弱 拓 扑 羡 弱 拓 扑 . 
证 明 由 ZOL) 上 超 弱 拓扑 的 定义 可 知 超 弱 拓扑 < 弱 拓 扑 ， 故 只 须 证 
弱 算 子 拓扑 < 超 弱 拓扑 . 
为 此 又 只 须 证 ， 弱 算 子 拓扑 恰 是 使 每 个 有 限 秩 算 子 Fe 三 确定 的 L(KH) 上 线性 泛 函 lp 都 连续 
的 最 弱 拓 扑 o(L( 了 ), 了 ) . 
设 {Ta}ae4 是 CO) 中 的 网 ，Ta 一 T(WOT) ， 则 对 任何 f,g€ 7X， 
(Taf,9) = (TF,9). 
即 
tr [rs(f 8 0) = tr IT(f @ 0) . 
而 每 个 有 限 秩 算 子 FF 可 以 表 成 有 限 个 形 如 f @ 9 之 一 秩 算 子 线性 组 合 ， 于 是 
tr(TuF) tr(TF), YP EF. 
亦 即 到 一 Tin ol(L(1), fF)). 
反之 , 知 Ta 一 Tinc(CO ,7F)) ， 则 对 Yf,ge KH,f8ge 矿 .于 是 
tr[Ta(f ® 9)] = tT(f89))， 即 
(Taf,9) = (TH,9),vf,g EN . 
亦 即 T, 一 TT (WOT). 2 


第 五 章 练习 题 99 
练习 题 


1 设 {en}%21 为 1 之 正规 正 交 基 .， 4e B(H) 满足 Aen = wnenti,wnEC，n>1. 那么 
AeC(H) < {wnjiel 这 里 p=1 或 2. 

2 设 AeE Ci(H)，f 是 (4) 上 的 解析 函数 而 且 f(0) =0. 那么 f(A4)€ Cu01) ， 

3 设 p,q 都 是 正 数 , 且 二 + 二 1. 对 VAE Co(KH) ,定义 14(T)=tr(4T)，vT € Cp(1). 
证 明 甸 : C4 一 (Cp) ，A4Am14,VA Ee Cs(H) 是 一 个 等 距 线 性 同 构 . 


4 设 Ae BH)，14(T) =tr(4T) ，YT e cut . 证 明 ，14 是 Ci(XH) 上 正 线性 泛 函 的 充 
要 条 件 是 4 是 正 算 子 . 


第 六 章 无 界线 性 算 子 


前 面 研究 的 所 有 ( 线性 ) 算 子 都 是 有 界 的 ,但 现实 生活 中 遇 到 的 许多 算 子 都 是 无 界 的 ， 例 
如 量子 力学 中 的 能 量 算 符 ， 动 量 算 符 等 重要 算 子 者 是 无 界 的 ， 因 此 有 必要 对 无 界 算 子 作 一 简 
单 介绍 . 


在 这 一 章 中 ， 总 假定 7t 是 复 可 分 无 穷 维 Hilbert 空间 . 


设 M 是 7t 之 子 空间 (未 必 闭 ) , 若 工 : M 一 XH 映射 是 线性 的 , 称 工 为 内 算 子 ，M 称 
为 之 定义 域 , 记 为 D(T), 像 集 {y eH; y=7Tzx, ze D(T)} 称 为 之 值 域 , 记 为 有 R(T). 
如 果 D(T) 在 Xt 中 稠密 ,， 称 了 是 稠 定义 的 , 若 RR(T) 在 Xt 中 稠密 ,， 称 了 是 稠 值 域 的 . 
例 VI.0.1 设 H=(R), 令 MM= {feD(R); zz) e 2(R)} ， 定义 
(TA) = zf(2), rE BR, VE M. 
则 了 TT: M 一 到 (了 ) 是 线性 映射 且 DP(T)= 人 4 . 
取 广 =Xow/vm =1 2 ,其 中 Xo 表示 区 间 [0,n] 之 特征 函数 .由 suppfn = [0,n|， 
可 见 fe D(T) ， 而且 = 1, m=1,2,…. 但 是 
Tf,l? = [rR lzfn (x) dz 一 的 dx 的 三 一 十 co, nn 一 00. 
这 说 明了 不 是 有 界 的 ， 
例 VI.0.2 设 人 = 二 [0,1] ， 
Ai = {fe 2[0,1]; f 是 绝对 连续 的 ， 且 f' € 到 [0,1} ， 
M2 = {f Ee Mi; f(0)= f(1)}, 
Ms= {fe Mi; f(0)= f(1) = 0}. 
设 fe [0,1] ， 由 连续 函数 在 1] 中 稠密 ，Ye > 0 存在 ge C[0,1] 使 
17 = 中 = (Ge) — g(r)ldx)¥ <e, 
且 9(0) = 9() =0 .再 由 Stone- 人 定理 ， 可 取 多 项 式 p ， 使 
lg 一 2 <e Hp(0)= 7(1)=0. 
这 样 lp- 州 和 lp=-- 外 + 一 州 和 2e.， 而 pe 人 Was ， 这 说 明 M3 在 ZL?[0,1] 是 稠密 的 ， 从 而 
AM1，M2 亦 在 2[0,1] 中 稠密 . 
定义 T; ，j 二 1,2, 3 如 下 : 
Tf =if', Vf e Mj,. 
易 见 T; : Mj 一 [0,1] 是 线性 映射 ，D(T;) = Mj, j = 1, 2, 3. 它们 都 是 微分 算 子 ,因而 是 
无 界 的 (事实 上 , 取 f(x) =x*(1-z)€ Mj, k=1,2,.…， k= 00, | 0 一 co, j= 
1, 2, 3) . 注意 ，R() = ZL?[0,1]. 事实 上 , vf € 72[0,1], 令 F(x)= i/o f(t)dt, x€ [0,1]， 
则 Fe Mi， 且 TIF=ir = 了 .但 是 
R(T) = RT) = {u € L210,1] ), ful x)dz = 0}. 
事实 上 , 若 veR(T) = R(T3), 则 存在 fe Mz( 或 fe M3) ,使 w= Tf =if', (i = 2 或 3). 
从 而 


hb uz)dr = fo if'(z)dz = if (zx) = 
反之 ， ee 2Z)dz=0， 
7)=—ify u(t)dt, x € [0,1], 
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则 feM1i, 且 f(0)=f(D)=0. 从 而 feE MsC M2, Bu=if' =Tf, j=1,2. 
这 个 例子 中 的 三 个 算 子 都 是 稠 定义 的 ， 以 下 我 们 还 要 详细 讨论 它们 . 


VI1 算 子 的 伴随 与 谱 


回忆 本 科 泛 函 分 析 ， 我 们 有 如 下 定义 

定义 VI.1.1 对 XH 内 算 子 人 了 , 令 9(T)={(z,Y); TE D(T), y= 二 Tz} , 称 为 了 之 图形 . 
它 是 亿 @H 中 的 子 空间 . 若 9(T) 是 HH@H 中 辣子 空间 ， 称 下 是 闭 算 子 . 

由 闭 图 形 定理 ， XH 上 一 个 处 处 有 定义 的 闭 算 子 是 连续 的 . 

定义 VI.1.2 设 卫 , TD 都 是 XH 内 算 子 ， 如 果 9( 隐 ) D> 9()， 称 卫 是 了 之 扩张 1 
为 TDTD， 或 TCT. 

不 难 证 明 : 设 郊 , To 都 是 XK 内 算 子 ， 则 了 DT2 当 且 仪 当 

D(T) 2 D(T,), BTIz 一 Tox, VT € D(T,) 

显然 引言 例 VI.0.2 中 的 三 个 算 子 有 关系 DT2D Ts. 

易 见 ， 扩 张 具 有 如 下 简单 性 质 . 

(i) TSOT. 

入 阁 TDT2，TDDTL, 则 = 了 DD. 

(ii) 知 刀 DT2， 22D73， 则 7T1 D7s. 

这 表明 ‘扩张 ' 是 一 个 序 关系 . 

定义 VI.1.3 KH 内 的 算 子 了 如 果 有 闭 扩张 ( 即 存在 闭 算 子 是 全 之 扩张 ) ， 则 称 了 为 可 闭 
的 . 

命题 VI.1.1 设 了 是 可 闭 的 ， 则 了 有 一 最 小 闭 扩 张 ， 记 为 了 , 而 且 9(7)=9(T). 

算 子 了 之 最 小 闭 扩张 工 是 指 了 之 所 有 闭 扩张 中 之 最 小 者 ， 即 若 5 是 7 之 闭 扩 张 必 有 
es i 

证 明 设 5 是 闭 算 子 ，S 2>T, 则 9(5) 2 9(T), 而 9(5) 是 闭 集 , 故 9(5) 2 9(T) . 因 
TT 是 可 闭 的 ， 上 述 之 闭 算 子 5 肯定 存在 . 令 

M = {zx € KH; 存在 ye KH, 使 (x,y) € 9(7T)}. 

易 见 M 是 XK 之子 空间 . 注意 Yz € AM ， 必 有 唯一 之 y Ee XH ,使 (z,y) 


€ 
上 ,者 又 有 JEs 邓 ,使 人 mi) & 9(7T) ， 则 由 前 述 (z， 幼 (zx,1) € 9(7) C 
册 = Sz 二 y. 这 样 我 们 可 定义 XH 内 线性 算 子 R: Rz =y, 当 z € M, (zx,y) E 9(T) . 由 定 
D(R) = M, 9(R) = TT. 故 尺 是 了 之 闭 扩张 . 设 $ 是 了 之 任何 闭 扩张 , 则 9(5) 2 FT， 
从 而 9(5) 2 9(R) ， 即 有 R 是 工 之 最 小 闭 扩张 . 0 
设 T 是 Xt 内 稠 定义 算 子 ,给 定 ye 多， 如果 (Tx, y), x € D(T) ， 是 D(T) 上 连续 线性 
泛 函 ， 则 可 以 连续 扩张 为 他 t 上 连续 线性 泛 函 ， 由 Riesz 表示 定理 ， 存 在 唯一 的 Ye XH， 使 
(Tz, y) = (z, 9), vr € D(T). 
由 于 是 由 y 唯一 确定 ， 故 可 定义 映射 7 : T*y==y,， 即 (Tx, y) = (x, 7T*y), Vz € D(T). 
显然 7T* 的 定义 域 D(7*) = {y & XH; (Tz, y), x E D(T), 是 D(T) 上 连续 线性 泛 函 } ， 这 样 我 
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们 得 到 内 算 子 7*: D(7T*) 一 ,使 
(Tz, y) = (xz, T*y), vr € D(T), y € D(T*). 


定义 VI.1.4 由 上 式 定义 的 XH 内 算 子 T* 称 为 了 之 伴随. 
注意 ，y e D(7*) 当 且 仅 当 (Tx, 四 ze D(T), 是 D(T) 上 连续 线性 泛 函 ， 从 而 是 有 界线 
性 泛 函 ， 即 存在 常数 c>0, 使 |(Tz, 9y)| < cllzll,Yz s DP(T) ， 于 是 
DUO) = {y € XK; 存在 常数 c > 0 |(Tx, y)| < dllzxll, vx € D(7T)}. 
为 了 定义 7 之 伴随 总 是 要 求 D(T) 是 稠密 的 ， 但 是 D(7*) 未 必 稠 密 . 
命题 VI.1.2 设 XH 内 算 子 S, 了 都 是 稠 定义 的 . 且 SDT, 则 5S*CT*. 
证 明 设 yeD(S*)， 则 存在 常数 c>0， 使 
|(Sz, WI < cllzll, vz € D(S). 
因 SDT, 于 是 D(T)cCD(5), 且 7Tzx= Sz, VreED(T). 故 
[Tx, | < cllzxll, Vx € D(T). 
可 见 yE D(T*) .又 由 (Sz, y) = (zx, S*y), Yr € D(S) ， 可 知 
(z, T*y) = (Tz, y) = (Sz, y) = (xz, S*y), Vr € D(T). 
由 D(T) 之 稠密 性 ， 可 知 T*y = S*y. 2? 
定义 VI.1.5 在 HH@KH 上 定义 算 子 V 如 下 : 
Vlz, Y) = (—y, 2), V(x, y EH@NH. 
显然 V 是 等 距 ， 而 且 是 满 射 的 ， 于 是 V 是 @KH 上 的 西 算 子 . 又 
V2?(z, y) 二 V(—y, 7) 二 (一 2， 一 从 到 一 (2 y), Vz, y) EHNON. 
故 Y2 = -1. 这 样 若 M 是 久 @KH 子 空间 , 则 V2M = M ,而且 (VM)+ =V(M+). 事实 上 
(a, be (VM)+ 
((a, b), (一 7)) 3 (a, —Yy) a (2, 7) = 0， V(Z， y) E 人 4. 
(a, y) = (5, x), V(x, y) E M. BN(—b, z) +(a y) =0, vx, yy EM. 
((—b, @), (z, 9Y)) = 0, V(x, yy E M. 
(—b, a) E M+. 
(a, b) Ee V(MH+). 
定理 VI.1.3 设 T 了 是 XH 内 稠 定义 算 子 ， 则 9(T*)==IV9(T)]+ .从 而 T* 是 闭 算 子 . 
证 明 人 D e907") 
> y ED(T*), z= Ty. 
< (Tr, y) = (x, 2), Vx € D(T) 
< 全 (-Tzx, y+ (x, 2) = 0, vr € D(T), 
即 (( 一 六 z， 7), (y, 2)) = 0, V(Z， Tz) 全 9(T) 
> (y, 2) EIVG(T) . 
推论 VI.1.4 设 T 是 XK 内 稠 定义 算 子 , 则 9(T) = [V9(T*)]+. 
证 明 由 定理 VI.1.3 ， 
V9(T™*) = V(VG(T)]) = VV(G(T)T) = V?*(9(7)*) = 9(7). 
故 9(7)= (9(7T)')+ = [V9(T*)]+. 2 


TT 人 TY 
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命题 VI.1.5 设 了 是 It 内 移 定 义 算 子 ， 则 
(a) 工 是 可 闭 的 舍 D(T*) 在 XH 中 稠密 在 条 件 成 立时 ， 荆 二 T* 会 [7*]* 特别， 车工 
是 闭 算 子 ， 则 荆 = 了 T**. 
(b) 车 人工 是 可 闭 的 ， 则 (T)* = TT*. 
证 明 (aj) "< 因 D(7*) 在 Xt 中 稠密 ，7** 存在 ， 由 推论 VI.1.4 及 定理 VI.1.3 ， 
9(7)= [VS(T = 9(7™). 
再 由 命题 VI1.1 ， 可见 7”* 是 了 之 最 小 闭 扩张 ， 即 工 =T” . 
1 全 1 设 yww ENH, yoLDY) ， 则 VYz T*z) € 9(T*), V(r, TY*z) = (-7*z, x). 由 
ZED(T*) ， 
((0, yo), (一 六 7z，2) = (0, —7*7) + (yo, 7)=0. 
根据 推论 VI1.4 ， (0, yo) es [V9(7T*)]+ = 9(T) . 因 了 是 可 闭 的 ，9(T) = 9(7) . 于 是 
yo 二 7T0==0， 说明 9(7*) 在 Xt 中 稠密 . 
(b) 由 (a)， 工 = T* ， 又 1 是 闭 的 , 于 是 T= (T*)* = (7T*)* =7*. 0 
命题 VI.1.6 设 T 是 XH 内 稠 定义 算 子 ， 则 R(T)+ =N(T*) 或 及 CT)=N(T*)+ .车 了 
还 是 闭 算 子 ， 则 有 R(T*)+ = 二 NNT) 或 有 R(T*) = 二 N(T)+ .这 里 ，N(T)= {zeD(7T); Tx = 0}. 
证 明 设 ye R(T)”， 则 (Tz, y)=0, Vz&D(T). 因而 ye D(7*) ， 而 且 
(zx, T*y) = (Tx, y) = 0, vx € D(T). 
由 D(T) 之 稠密 性 ，7Ty =0， 即 yeWO) ， 
反之 , 设 yeN(7*)， 则 ye D(7T*) 且 7*y==0. 于 是 
(Tz, y) = (zx, T*y) = 0, vx € D(T). 
可 见 e R(T)+ .总 之 R(T)t =N(T*). 
车 了 还 是 闭 算 子 ， 则 T= 7T* .由 已 证 R(T*)+ =N(T*)=N(T). ° 
注意 , 一 般 说 来 无 界 算 子 不 是 定义 在 整个 空间 上 ， 因 而 在 进行 代数 运算 时 ,对 定义 域 要 明 
确 规 定 ， 例 如 
D(S+T)=D(5) ND(T), 
D(ST)= {xz € D(T); Tr € D(S)}. 
命题 VI.1.7 设 5,T, S++ 了 T 了 都 是 XH 内 稠 定义 算 子 ， 则 
(S+T)* OS*+T. 
若 9 和 了 全 之 一 是 有 界 的 ， 则 
(S+T)=5*+T*. 


NA 


证 明 若 y ED(S* 十 T*)=D(5*)NnD(T*), 任 给 x ED(S+7T)=D(S)NnD(T)，(Sz,y) 

和 (Tz,y) 都 是 有 意义 的 ， 而 且 痢 是 关于 x € D(5) nD(T) 的 连续 线性 沁 函 .于 是 ， 

((S+T)z,y) = (S72,y) + (TY,y) 
是 D(S 十 T) 上 连续 线性 泛 函 .从 而 ，y e DP((5 十 T)*) . 对 任何 ze€ D(S 十 7) 

(x,(S +T)Yy) =((S+T)z,y) = (57,Y) + (Tr,y) 
= (x, Sy) + (x,T*y) = (2, (5* + T*)y). 

由 D(S 十 T) 在 Xt 中 稠密 ， 可 知 

(S+T y= Sy+Ty, vye D(S* + T*). 
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故 
(S+T) OS*+T. 
阁 SeL(H), 则 5*€L(KH). 于 是 D(5* 二 7*)==D(7T*) .注意 到 D(S++7T)=D(7). 
对 ye D((S+T)*) ，((S 十 T)z,y) 是 关于 xe D(S 十 7T) 的 连续 线性 泛 函 .而 (9z,y) 是 关于 
Zz € KH 的 连续 线性 沁 函 ， 于 是 
(Tx,y) = ((S+T)x,y) — (Sz,Y) 
亦 是 关于 zs D(T) 的 连续 线性 汉 函 . 故 ys D(T*) = D(5* 十 7T*) .所 以 D((S 十 7T)*) C 


D(S* + T*). 
结合 前 证 ， (S++7T)*=S* 二 7*. 2 
命题 VI.1.8 设 9, 7， ST 蕴 是 Ht 内 稠 定义 算 子 ， 则 T*9*C (ST)*. 车 9eCO) ， 则 
T*S* = (ST)*. 


证 明 设 yeD(7*S*), 即 yeED(5*) 且 S*yeD(7*). 于 是 (STzx, y) = (TY, 5S*y), XE€ 
D(S7) ， 是 D(ST) 上 连续 线性 泛 函 ,， 即 ye D((ST)*) . 又 
(zx, (ST)*y) = (STz, y) = (Tx, S*y) = (zx, T*S*y), Vr € D(ST). 
因 D(5T) 是 稠密 的 ， 故 (ST)*y 二 7*S*y ， 可见 T*5* C (ST)*. 

设 SeLH), 则 D(S57T) =DO 8S* € L(H). 设 y ee D(ST)*), 则 (Tx, 5*y) = 
(STz, y), zx € D(T) ,是 D(T) 上 连续 线性 泛 函 , 即 5*y e D(7*). 亦 即 D((5ST)*) = D(T*5*). 
由 已 证 (ST)* DT*S* ， 可 知 (ST)* = 7T*S* . < 

定义 VI.1.6 设 人 是 Mt 内 站 子 入 EC. 基 了 -是 DT) 到 人 上 的 双 射 ， 且 
(T 一 和)-1EL(KH)， 称 入 是 了 T 了 之 正则 上 点， 了 之 全 体 正则 点 的 集合 称 为 了 之 预 解 集 ， 记 为 
P(T). 对 入 Ep(T), R( 和 , 7T)=(T 一 和 1)7! 称 为 了 之 预 解 式 ， 有 时 也 记 为 RA(T) 或 R( 和 ). 
称 o(T)=C\p(T) 为 之 谱 . 

若 存 在 TE D(T), z 关 0 使 (T 一 和 x= 二 0, 称 入 是 之 特征 值 ， 称 x 为 相应 于 入 的 
特征 向 量 ， 了 之 全 体 特 征 值 集合 称 为 了 的 点 谱 ， 记 为 op(T). 

由 定义 可 见 ， 和 Ae pp(T) 当 且 仅 当 存在 Se L(XH) ,使 

S(T-AMND) Cc(T- MN)S=I. 
注意 ， 这 里 S(T 一 和 7) 头 了 ， 主 要 是 了 一 和 未 必定 义 在 整个 空间 上 . 
命题 VI.1.9 (i) p(T) 总 是 开 集 ，o(T) 是 闭 集 . 
(i) {RA 二 R( 和 , T); 入 Ep(T)} 是 交换 集 ， 即 RMR, = RR、，VA,4 Ep(T) .此 外 ， 
RA— R= (A-H) RR,, vA, ne p(T). 


证 明 (i) VAo € p(T) ， 往 证 Xo 是 p(T) 的 内 点 ， 不 失 一 般 性 ， 可 设 Xo = 0 ， 于 是 存在 
SeL(H), 使 STcCTS=I. 设 和 eC@,|A<15S|, 则 (I-AS)-l1eE L(H). 而 


(T—ATS(I- AMS) = (TS—AS)(T-AS) = 了 
S(T—-AMS) (TAN) = (7AXS) S(T-AND)=(T- NMS) (ST AS) 
C (TI—-AS) (IT— AMS)=I. 


即 入 ep(7). 
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(让 ) 已 知 Vue p(T), -ADR = 了 ,于 是 


Ra-—R, = RAT-pDBR,- R= [RAT -4D) -HR, 
[RA(T -AD + OA- WN -ANR, 

T+ ROA- I- TR, 

Se 


| 


| 


由 此 可 见 RR = RjRa, VA, 4 € p(T). 2 


VI.2 自 伴 算 子 


定义 VI.2.1 设 T 了 是 XK 内 稠 定义 算 子 , 若 TCT*，, 即 D(T)CD(T*), 且 
(Tz, y) = (z, Ty), Vx, y € D(T), 
称 全 是 对 称 的 ,车 进一步 还 有 D(T) 一 D(T*)， 即 T=T*， 称 了 是 自 伴 的 . 


由 定理 V1.1.3 知道 ，7* 是 闭 算 子 ， 因 此 当 了 是 对 称 的 时 候 ，7 了 是 可 闭 的 ， 是 了 之 
闭 扩 张 ， 事实 上 ， 很 容易 证 明 下 述 成 立 . 
命题 VI.2.1 设 了 是 It 内 笛 定 义 的 ， 则 
a) 了 是 对 称 的 伟 T 是 可 闭 的 且 T** CT*. 
b) 工 是 闭 的 对 称 的 全 T=T* CT*. 
cj) 荆 是 自 伴 的 合作 二 T* 二 7T* 
d) 工 是 自 伴 的 传 T，T* 是 对 称 的 . 
例 VI.2.1 考察 本 章 一 开始 例 VI.0.2 中 定义 的 三 个 算 子 7;, j = 1, 2, 3 .我 们 将 证 明 
T* = Ts, Tt = TD, TY =T. 
从 而 2 是 自 伴 的 ， 由 CLC， 可 知 7T3 是 对 称 的 ， 而且 宛 ，T2, T3 缘 是 闭 算 子 . 
先 证 第 一 个 等 式 , 若 /es D(T3) ， 则 Vg es D(T) 
(Tig, f) = (ig, f= figfdr= hh 9( 
= ifgld + ho aif)dz = (8, 9) 2 本 9) = (g, T3f). 
可 见 feD(T7), 且 Tf=TIf. 故 TCTY. 
反之 , 设 fe D( 人 TY), 令 p= 了 1 ， 对 任何 ge D(T)， 
。 = (9, TYf) = (Tg, f) = fo ig fdz. 
设 B(z) = 放 wp(t)dt ， 则 BB€ 72[0, 1 是 绝对 连续 的 ， 且 8(0)=0, B=pgeL2l0, 1] .又 
ig ee = (9 9) = /0 gpdz = gBli — fg dz. 
注意 ， 常 值 函 数 1e D(T1) ,用 g=1 代 入 上 式 , 可 得 8(1) =0. 于 是 @eAs=D(D) ， 且 
广 ig'Fdz = 一 万 g'Bdzx, vg € D(T). 


( 
( 
( 
( 


即 

fig(f +iB)dz =0, vg e DP(T). 
或 

(T1g, f +i®)=0, vg € D(T). 
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这 表明 /+ 证 < R(T)- .由 前 述 例 VI.0.2，R(TI)= 7?[0, 了, 故 f+i=0, 即 f= -iBe 
D(TD) ， 总之，D(77) ==D(T3) .有 即 77 = 7T3 .其 余 关系 式 证 明 是 类 似 的 ， 留 作 习 题 . 
例 VI.2.2 设 , j=1,2,3， 如 例 VI.2.1, 令 
Taf = if,, vf € D(Ts) 
D(Ts) = {f € DT); f(0) = 0}. 


则 下 述 成 立 
(a) o(T1)=0p(T1)=C. 
(b) o(T2) = op(T2) = {2n7; n= 0, +l, +2, .…}. 
(oj o(T3) = ©, oT)=0, 旦 dm{fR -AD =L VeC. 
(d) o(Ts) =0. 


证 明 (a) 设 和 eC, 若 (1 一 和 Df 二 0， 对 某 个 fe D(T), 即 i 和 f=0. 或 
f= 一 iAf ， 易 见 上 式 成 立 必须 且 只 须 
j = ce ， (其 中 < 为 常数 ) . 
而 对 非 零 的 常数 c，f Ee D( 克 ) 且 f 关 0. 故 和 Eop( 克 ) co) .总 之 o(T)=0,(T)=C. 
(b) 设 和 Ee cp(7) .注意 TD 和 TT 之 定义 都 是 一 样 的 , 只 是 定义 域 不 同 .而 DP(T2) C D(T ) ， 
于 是 由 
(Ts — ND)fF =0, fe DT), 
必 有 
(Ti — NM)f =0. 
由 (a) ， 这 必须 且 只 须 
j = ce ， (其 中 < 为 常数 ) . 
而 对 fe D(T2), f(0) = f(1) . 这 样 必须 e-”= 1 ， 故 存在 整数 nn 使 和 = 2nn .反之 易 见 ， 若 
入 = 2nx ， 则 Ae cp(T) ， 于 是 


opn(T2) = {2n7; 见 =0,， 土 1, +2, .…}. 
假若 入 关 2n7; n==0, 土 1, 土 2, … ， 则 一 和 是 单 射 的 . 又 vge L210, 1] ,方程 
ne 
f(0) = f(1) 


有 人 解 

f =e H(ife g(t)eddt+ 0) , 
其 中 C = 天 二 局 g(t)eMdt ， 显然 如 此 之 fe D(D5) ,而且 (有 -ADf=g. 故 -和 是 
D(T2) 到 [2[0, 1] 的 双 射 . 于 是 (及 一 和 7)-! 是 Z2[0, 1] 上 处 处 定义 的 线性 算 子 . 因 2 一 AT 是 闭 
算 子 , 从 而 (3 一 AT)-1 也 是 闭 算 子 . 由 闭 图 形 定理 ，(75 -和 AT)-1 是 有 界 的 , 因而 Ae p(T) . 
总 之 


alT2) = op(T2) = {2n7; n= 0, 士 1, +2, .…}. 
(c) VAEC 由 (3 和)f=0, feD(73) 必 有 
(TADf=0 


当 且 仅 当 
f= ce 人 7，( 其 中 为 某 个 常数 ) . 
对 feD(Ts3) 必 有 f(0)=f(1)=0, 则 c=0，, 从 而 f=0. 这 表明 vA EC 都 不 是 的 特征 
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值 ， 即 op(73) = 0. 
由 例 VI.2.1 ， 从 = ， 于 是 再 由 命题 VIL1.7 ，(3 一 和 )*= 二 TY 一 和 = 聊 一 条. 根据 
(a) ， 对 任何 入 eC, dimN(TI 一 AT) =1， 再 由 命题 VI.1.6 ， 
dimR(Ts3 — AD)+ = dimN([T3 = A) = dim N(T ~ X7) = 
于 是 cc(73) =@ . 
(d) 首先 证 明 ZT 是 闭 算 子 . 
设 扩 ED(T)， 太 一，i 甩 一 9， 当 n 一 00. 人 往 证 feD(Ts), 且 if'=g. 
由 定义 可 见 ，4 CT ， 而 允 是 闭 算 子 ， 故 
feD(T1), HT 
即 if' =g. 这 表明 f 人 
AGAGI < 六 [A — Fat < (fo lf — flit)? 
=| f= lif if |= |if, -9 = 0. 
故 
lim f(z) = =lmfo f(t) = f(z)—f(0), vz€|[0,1]. 
又 由 一 川 0 {fu}? 0 0 使 得 
fn (7) = f(z) , a. e. 于 10,1]. 
这 表明 f(0)=0. 故 fe€ D(T4). 
vAEC, (NAT)f=0, feD(T) 必 有 
(Ti — AAT)f = 
由 (a) ， 这 当 且 仅 当 
1 = ce ”*， (其 中 cc 为 某 个 常数 ) . 
因 feD(Ts)，f(0)=0), 必 有 c=0，, 即 f=0， 所 以 T4 一 条 是 单 射 的 . 
Vg € L2[0, 1] 方程 
| if' —Af =9 
f(0)=0 
有 解 
= 一 ie /g(t)e dt. 
显然 JsDO) ， 且 (人 -AD=9. 故 了 -是 从 DT 到 L210, 1 上 的 双 射 ， 这 样 
(Ts 一 和 TD)71 是 [0, 1] 上 处 处 定义 的 线性 算 子 ， 由 ZT 是 闭 算 子 ， 可 知 (Ts 一 和 7)-1! 也 是 闭 算 
子 . 由 闭 图 形 定理 ， (Ts 一 AT)! 是 有 界 的 ， 故 入 e p(T) .总 之 o(T4) =0. 2? 
这 个 例子 表明 ， 对 无 界 算 子 来 说 ， 谱 不 必 是 有 界 的 ， 也 未 必 是 非 空 的 ， 其 至 可 以 是 全 平 
因而 在 处 理 无 界 算 子 特别 小 心 . 
定理 VI.2.2 设 全 是 对 称 算 子 ， 则 下 述 等 价 : 
(a) 全 是 自 伴 的 ; 
(b) 了 工 是 闭 算 子 且 N(T* 土 iIT) = {0}; 
(c) R(T+i1)= XK. 
证 明 (a) 坟 (b) 由 了 = 7* 可见 了 是 闭 算 子 , 着 zeW( 人 一 说 ， 即 zesD) 使 
7 一 和. 由 了 = 到 知 zEDT)， 且 7z=i， 于 是 
i(z, £2) = (iz, x) = (Tx, x) = (x,T*7) = 一 (227Z) = —i(7, 2). 


面 
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可 见 (x, x)=0, 即 z=0. 故 N(T* 一 i7) = {0}. 
同 理 可 证 NT* +27) = {0}. 
(b) 僵 (c) 由 命题 VI.1.6 ， 
RCT-iD)=NT-i) =N(T*+iD)): ={0}+ = . 
这 表明 有 R(T 一 i7) 在 7 中 稠密 ,下 面 只 须 证 尺 (TT 一 i]) 使 闭 的 . Yz se DP(T) , 由 了 是 对 称 的 ， 


IT-iDzl = (7T-il)zx, (人 一 2 站)7) 
= (Tx, Tr) — i(z, Tx)+i(Tzx, x) + (zx, 7) 
= zx 人 十 由 zl 
若 zn ED(T), n==1, 2 ， 使 人 下 一 了 ， 则 
[T= iD(zn — em) = T(r — Zr) + en — mll? 


于 是 {zn} 亦 是 Cauchy 列 . 设 zn 一 zo ， 由 TT 一 这 是 闭 算 子 ，zo ED(T)=DP(T--i7), 且 
y 二 (了 了 一 )zo € R(T 一 证) .可 见 R(T 一 i) 是 闭 的 . 
同 理 可 证 及 (人 十 和 7) = 7 
(0) 过 (a) 已 知 TCT*, 设 yeD(7*) ， 由 于 RGT 一 说 = 人 ， 必 zeDT)， 使 
(人 一 7Z 三 (人 一 人) 
又 Tz=T*z ， 于 是 
(T* ~ iT)x = (T* ~ iT)y, 
即 (7* 一 i 了)(z 一 y) = 0 .由 命题 VIL1.6，N(T*Y 一 i])= 二 R(T+iI)+=0, 故 xz-y=0， 即 
y=x€ED(T)， 所 以 D(T)=D(T*), T*=T. < 
推论 VI.2.3 设 T 是 XH 内 自 伴 算 子 ， 则 o(T)C 眉 .特别 (T 土 i1T)-!€ L(H). 
证 明 ”由 定理 VI.2.2 ，T 土 这 是 D(T) 到 XH 上 的 双 射 闭 算 子 ， 从 而 (T 土 )-! 是 HH 上 
处 处 定义 的 闭 算 子 ， 由 闭 图 形 定理 ， (T 土 i17)-1€ CO) . 
对 任意 5€ 局 ,5 > 0, $7 还 是 自 伴 的 . 于 是 (7 土 i E L(KH) ， 从 而 (T 土 ib1)-1 = 
b(#T 在 站 一 € £L(H). 
VAEC,A=a+i+bi,a,beR,bx0 TT-AM=(T-a])--ibI, Tal 是 自 伴 的 . 由 
b#0, 于 是 有 (TT 一 AD-1=[(T 一 a7) 一 ib1] -le L(H). 即 和 ep(T), 总 之 o(T)CR. 2 


命题 VI.2.4 设 人 是 自 伴 算 子 ，S2D7T， 若 9 是 对 称 的 ， 则 9= 了. 


证 明 由 5ST, 根据 命题 VIL1.2 有 ，5S* C7T*. 而 5S 是 对 称 的 ，T 是 自 伴 的 ， 有 
SCSCT*=TCS. 
故 S=T. 0 
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以 下 总 以 BO) 表示 C 中 Borel 集合 之 全 体 ， 即 C 中 Borel 代数 . Mt 是 复 可 分 无 穷 维 
Hilbert 空间 ， P 表示 XH 上 全 体 正 交 射影 集合 . 
已: 8(3) 一 是 射影 值 测度 ， 即 定义 在 8 上 可 数 可 加 的 射影 值 函 数 ， 且 
E(C)=1, E(W)=0. 
已 不 必 具 有 紧 支 集 . 
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设 x,yeEXH, 仿 
Ezy)(S) = (E(S)z, 四 S € B®, 
则 E(zy) 是 C 上 正则 复 值 Borel 测度 . 而 Eco 是 C 上 正则 正 Borel 测度 . 设 是 C 上 函 
数 , 未 必 有 界 , 但 EE 几乎 处 处 取 有 限 值 ， 即 存在 Borel 集 50, 已 (5o) = 0 ， 而 在 CQ\ So 上 /了 处 
处 取 有 限 值 . 不 失 一 般 性 ， 可 设 f 处 处 取 有 限 值 . 
用 2(C, wa) 表示 满足 条 件 
JJAA2dEC aa(A) < +oo 
的 Borel 函数 f 的 全 体 按 已 - 几乎 处 处 相等 关系 之 等 价 类 集合 ， 按 范 数 
上 jl = (Ce TCDI2dECea(N) 
成 为 Hilbert 空间 ， 简 记 为 到 (Ele am) ， 其 内 积 》 
(f,9) = J@ JIA9A)dEc aa Vf, gE L(C, Bos)). 
给 定 Borel 函数 1, 令 
D; = {rE NH; f e LE,r))}. 
对 有 界 Borel 函数 f ， 总 有 Dj = 人 .一般 地 有 
引 理 VI.3.1 (a) Dj 是 XH 的 稠密 子 空间 . 
(b) 设 X,yEN 则 
fa lf OdlBel < yl (Je 7PdEte an 六， 
其 中 |(wy)| 是 E(w) 的 全 变 差 测度 ， 当 fe TI2(B an) 1 fdElswy) 是 VE RK 的 有 界 共 罗 线 
性 泛 函 . 
(c) 车 f 是 有 界 Borel 函数 ， z，z ET vv = J(f)z ， 则 
dE(z, v) = f dE,z) ， 
其 中 J(f) 表示 有 界 Borel 函数 演算 ( 见 第 四 章 85) ， 即 
(JP,9) = Jo FNdBey(N), Veyen. 
证 明 (a) 设 zye7 z=z+y， 则 
(E(S)z,z)) = |E(S)z|? =|E(S)r+ E(S)YN < (IE(S)z)| + |E(S)Y)) 
2(|E(S)z|P + |E(S)y|’) 
2(E(S)z, 7) + 2(E(S)y,Y). 
若 fq |fl*dBG,z) < +0%, fo |fhPdEoy) <+o% ， 则 
Ja Ifh dBc,s) < 2 J fdBs,s) +2 Je |fldEyy) < %. 
可 见 , 若 x, yeE Dj， 则 z=zx 二 yE Ds. 又 若 和 EC ， 
(E(S)M, Mx) = [MN2(E(S)zx, x). 
可 见 若 zeDr ， 则 Ax EE Dj . 故 Dy 是 子 空间 . 
对 每 个 自然 数 n， 令 
Sn={A8EC;n—-1<|fN)|<n}. 
则 SesB?， 且 Sns=0， 当 m 关 7 而 ,U, 5。 一 C， 由 射影 值 测度 强 可 数 可 加 性 ,对 任 
意 veENH ,， 


上 IA | 


y= B(O)y = lim » EB(S,)y. (3.1) 


el 


当 z € pb(S,)H ， 
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(E(S)zx, x) = (E(S)E(Sn)z, 五 (9)zZ) = (E(SN Sn,)r, x). 


VS € B? .可 见 E(w,z) 具有 含 于 Sn 中 的 支 集 ， 于 是 
Ja Ifl dB,s) = Js, [fh dE,s) Eco < +o%. 


即 ze Dj . 这样， 对 任意 yeE H，B(5%,)zx e B(S,)H Cc Di ， 从 而 > BlSn)y ED:. 由 


(3.1), vy ED 三 
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证 它 还 是 有 界 的 . 


首先 设 f 是 有 界 Borel 函数 ， 由 测度 分 解 ， 存 在 Borel 函数 a, la| = 1 , 使 dEls,y) = 


f dE(x,y) jad 下 | 3? 
因 oj 是 Borel 函数 ， 存 在 Borel 函数 4, lul ==1, 使 af =|afl=|fl. 于 是 
|fldlEc,y)l 一 vaf d|E(z,y)| uf dE(r,y) ， 


这 样 


Je dlEeanl=J@uwfdaPoen = (Tuf)z, y) < 7(uf)zl yl . 


因 


17(uf)zll? = 


故 


(Tuf)z, Tuf)z) = (wj 四 
ja Idea Ja |f ldEc,). 


Ja Id < |ly |e fl2dE(.2))3 2 
对 一 般 Borel 函数 上, 邻 记 = fpn, n=1,2,.…， 其 中 


0， 


当 |f(NI < m， 
当 |f(N| > 


如 此 定义 的 fi 称 为 f 的 截断 函数 ， 它 们 都 是 有 界 的 Borel 函数 , 且 | 户 | 了 | 有, 当 n 一 0%. 


由 已 证 ， 


令 n 一 00 ， 由 Fatou 引 理 可 得 


这 表明 对 一 般 的 f ， 


/Jo gdE(x,) = 


| 


(b) 成 立 . 
(c) 对 任何 有 界 Borel 函数 9 ， 由 Borel 函数 演算 


(Tg ©) = (gm HN) 
(J(f)*T(9)z, 2) = (J(f)T(9)z, 2) 


任 给 Borel 集 9 ， 取 g= Xs， 则 


(Eco(9)) 二 Ja XsdPc) 一 Jq fxsdB.z,;) 一 Jo f dE,) 3? 


即 dE(z,) = fdB(s,) : 


定理 VI.3.2 设 万 : BO) 一 是 射影 值 测 度 ， 


数 ， 则 存在 1t 内 稠 定义 闭 算 子 J(f) ,使 D(J(f)) = 二 Dj 上 且 


(J(f)z, y) =/o fdE(x,y), Vx E Dy, yeEN : 


此 外 ， 还 有 下 述 结论 成 立 : 


了 


是 @ 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 Borel 函 
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(a) (7(f)zl? = fo Ifl?dBEc,s), zeDr， 
(b) 车 f, 9 部 是 C 上 万 几 乎 处 处 取 有 限 值 的 Borel 函数 ， 则 
DND,sCDirg 上 且 
Jf) + I(g) C Tf +9). 
若 f 与 9g 之 一 有 界 ， 则 等 式 成 立 . 
(c) 设 了 所 ，n 二 1,2,.… 都 是 C 上 万 - 几乎 处 处 取 有 限 值 的 Borel 函数 ， 且 fi 一 上 了， 
ae 于 C. 若 zeEDhnDh，v>l， 则 对 任意 VE 
,lim n (Tfn)z, 由 = (IJ(f)z, Y) . 
(dj) 著 甩 9g 都 是 C 上 妞 几 乎 处 处 取 有 限 值 的 Borel 函数 ， 则 
DJF OS Doni Dyg, EIFSI(9) CS Jf9). 
从 而 
J(f)T(g) = 7(f9) 会 Dior = Do . 
(ej [TAF = 7D, TAIDY = TT) = TE). 


特别 得 ， 若 f 是 实 值 的 ， 则 J(f) 是 自 伴 的 . 
实际 上 ， 定 理 VI.3.2 定义 了 无 界 Borel 函数 的 函数 演算 . 


证 明 由 引 理 VIL31，vYzsDr ，Jq fdBlzwy) 是 ye KH 的 有 界 共 斩 线 性 泛 函 ， 且 范 数 
不 超过 (ja ， 由 Riesz 表示 定理 ， 存 在 唯一 的 eH ， 使 
= /qf( NdEc., 矶 )(\), vyENH. 
且 < We 0 (zz))# ， 这 个 译 由 z 唯一 确定 ， 记 为 7(f)x ， 这样 得 到 定义 在 Di 上 映 
射 7(/) 使 
(TCD Y) = fo FNdE(n(N), re Ds, ye NH . 
显然 当 了 是 有 界 Borel 函数 时 ， 这 和 IV.5 中 定义 的 函数 演算 是 一 致 的 . 
(a) 由 E(x,y) 关于 z 是 线性 的 可 见 7(f) 是 线性 的 ， 而 且 
M7)zl < (eo Ifl?dBe,a))¥ . 
下 面 证 明 等 式 成 立 . 
设 {及 }21 是 了 之 截断 函数 序列 ， 则 fr 是 有 界 Borel 函数 ， Dy,, =H, Dp_p, = Dy. 
vr € Dy, Tf — fr)z = J(f)z— Tfn)z .从 而 
7(f)z — J(fn)zll? = I — fo)zl? < fo |f - fnl?dBes) = 0, (3.2) 
当 n 一 co ， 上 式 最 后 极限 是 根据 控制 收敛 定理 及 f, 一 f 得 出 的 注意， 由 有 界 Borel 函数 
演算 ， 
N75)? = fo [fal?d Br) . 
令 n 一 oo ,根据 (3.2) 可 得 
17(Dzl? = fo IfhPdB,s) . 
这 证 明了 (a) ， 至 于 是 7(f) 闭 算 子 ， 待 (e) 证 明之 后 即 可 得 出 . 
(b) 设 zE Djn Do, 则 ,ge D2(Bez)). 从 而 f+geED2(Bzz)). 故 TYE Djtrg. 又 
对 任何 ye 
(J(f)z, , = fa f NdEcy, ， 
(J(g)z 1 gl i ; 


= olf 9(N)dE(z,y) 5 
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可 见 ，(J(f +9)z, WW) = (7(f)+ J(9)]z; ). 芍 J(f+9)z=[7(f) 十 J(9)]zx ， 总 之 ， 
Jf) + 79) Cc If +9). 
当 f,g 之 一 有 界 时 ， J(f), J(9) 之 一 是 有 界线 性 算 子 ， 所 以 必 有 等 式 成 立 . 
(c) 由 假设 , 当 ze Djn Dy, ，n=1,2,… 时 ,对 任何 ye XK， 
(Tfa)z, Y) — (Tf)z, Y) 
= = /Jo fn(A) )dE (zx,y) 一 Jo f( NdE(,y) Ja [fn(N) 一 JIA)]dE 人 
从 而 ， 1)z, DD) = (T(z, WI fe fi)) -faE(n| m0. 故 
lin (To Y) = (Tf)z, Y) . 
(d) 由 无 界 算 子 定 义 域 规定 
D(J(1)T(9)) = {ze D(I(g)); Tg9)z e D(T()))} 
= {xz€D;; J(g)z E Dy:}. 
所 以 只 须 证 
DunDhp={fzeDo Jg)r ee Dy}. 
设 f 是 有 界 Borel 函数 , 则 Du C Djs ,车 Vz E D,，zENH, 令 v= 玫 站 z ， 由 引 理 
VI.3.1 ， 


(J(f)T(g)z, 2) = (J(g), 1 (J(g)z, J7()z) 


2， = Jo gdb(s, 4 太一 = Jo gf dE (2) 


IO (oe ee hy. 
设 y= J(g)z ， 则 
fo IfaEoyy = M7(Pyl? = 7(f)7(9)z)? = 7(f9)zl? 
es jo |f gl dE (zx,2): 

对 一 般 Borel 函数 f ， 设 {fn} 吕 1 是 f 之 截断 函数 序列 ， 则 是 六 有 界 Borel 函数 ， 且 
fn = f, n= 0% ,由 已 证 fo |fnl?dEoyy = fe |fng) dB) 又 | 大 关公 下， 7 fol. 
今 n 一 oo ， 由 Levi 定理 ， 

jo |fP dE,y) = Ja |f gl dE,) ， 
这 说 明 对 ze Dr， 有 
rEDryS Ig)r=ye Dy. 
故 ze DjnDyy 舍 ze DyHJ(g)z =ye Dy. 又 由 于 J(f)J(g)z = J(fng)r, rE DiNDyg. 
令 m 一 co ,由 (6) 得 到 
J(1)y(gjz=yJ(fog)jz zeDrnDro ， 
所 以 J(f)7(9) c J(f9) . 
(e) 任 给 Borel 函数 六 设 ze Di ，ye Di 一 Dj. 设 { 记 }2 是 了 之 截断 函数 序列 ， 
由 有 界 Borel 函数 演算 ， 
人 
= jjndEoa 
令 n 一 00, 由 (c) 可 得 J@ fdBcwy = Jo fdBoys). Bh (Tf)z, 9) = (IT(f)y, 7) = (7 有 0， 
这 表明 ye D([7(7)), 且 [7(PDy= TDy, 故 7 有 CII . 
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设 zeD(7(P])， 往 证 zsD(7( 六 =Dr=Dr， 即 
jo | 用? dE(s,z) < oo ， 
7(f)]*z ， 考 虑 截断 函数 所 = fpn, pnllw < 1,，n = 1 2 …， 由 已 证 (d) ， 
a J(pn) 是 有 界 自 伴 算 子 ， 由 命题 VL1.8 ， 
HF) = = Ip) 3 [pF LIA 
Tp. 


Tpn)v = Tpn) IPNz = Tfn)z. 
而 
fo faEc,s) = 7(F)z = 7(pn)o)? < 7 (Pr)? < loll?. 
令 n 一 00, 可 见 fo fdEc6s) < ol <+%, 即 ze Dy = Dy=D(J( 用 ), 故 7(F= LO 
设 ze Df2， 则 fo |fltd Bo,z) < 十 co ， 于 是 
Jo fhPdBcs,s) < (Jo fdBes,s)t (fo 19E(,0)3 < +oo， 
可 见 z€ Dj ,于 是 Djplz C Dr .由 已 证 (qd)， 
LOOP = TPIT) = IO = TE). 
同 理 可 证 另 一 等 式 . 2 
推论 VI.3.3 在 定理 VI.3.2 中 ，Dy 二 XH 当 且 仅 当 JEL™%(E) ,这 里 L%() 表 示 C 上 
全 体 马 本 性 有 界 Borel 函数 . 
证 明 必要 性 ”由 定理 VI.3.2 ，J(f) 是 闭 算 子 . 若 D(J(f)) = Dj = KH ， 根据 闭 图 形 定 
理 ， J(f) 是 有 界 算 子 . 设 {f}21 是 f 之 截断 函数 序列 ， 则 
fn = fpn lpnllw <1, n=1, 2,.…. 
由 定理 VL3.2 (b) ，J(fn) = J(f)J(pn), n=1, 2,.…， 则 
Nfaloo = Tf) = 7 Toa) < IDI Pp) = 7(7) 
令 n 一 00, 可见 上 fw I) 咱 , 即 feL™%(B). 
充分 性 是 显然 的 . 0 
定理 VI.3.4 设 轧 : B82 一 人 是 射影 值 测 度 ，f 是 C 上 Borel 函数 ， 五 - 几乎 处 处 取 有 
限 值 ，aEC. 令 S54={AEC; f(A)=a}. 则 5。 是 C 中 Borel 集合， 且 
(a) 车 weessRanj 且 忆 (S64) 关 0， 则 J(f) 一 Qal 不 是 单 射 的 . 
(b) 车 aEessRanf 且 (S54) =0, 则 J(f) 一 al 是 单 射 的 , 但 存在 单位 向 量 zn E Dy, n= 
，… 使 [J( 有 一 alzxs| 一 0， 当 n 一 00. 
(¢) o(J(f)) = essRanf. 
注意 ， 如 果 对 任何 NeNN, 都 有 EE({z eC:|f(z) > N}) 关 0， 则 记 为 co € essRanff. 
易 见 ， co e essRan f 当 且 仅 当 /不 是 本 性 有 界 函 数 . 
证 明 人 可 设 w = 0. 
(a) 由 EB(50) 入 0 ， 存 在 单位 向 量 zo e E(So)K . 设 p = Xso， 则 jpo=0， 从 而 
JP)J(o) = JUfep)=0. 又 J(p) = J(xs,) = (S50) ， 这 样 J(p)zo = 已 (5ojzo = zo 关 0. 但 是 
J(f)zo = Tf)T(p)zo =0. 
所 以 7(/) 不 是 单 射 . 
(b) 设 zeE Dy ,使 7(f)zx =0， 则 由 定理 VI.3.2 (a) ， 


|. 


1, 2 


4 
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0=17Pazl? = (TPr, Tf)z) = (TPP TP)z, 2) 
SS: WAT ns se Md 
但 (50) =0 ， 从 而 E(w,z)(S0) = 0. 于 是 
|f| >0, Err) a.e. 于 EC 
由 上 式 只 有 E(x,z)(C)=0. 
而 Baea(O)=(B(O)z, x)=]z|?. 故 z=0， 即 了 JP) 是 单 射 


令 责 ={NXEOCOi|FAI<z hm =1 2 人 可 见 BE(Fh) > 0, n= 
1, 2, .… .取向 量 zw € EB(F,)H, za = 1 eh 2 设 pr= Xx; n=1,2,.…， 则 
fpn 是 有 界 Borel 函数 ， 且 fpnllw < E, Hp) Tp) 7 J(f pn) .注意 J(pn)z n = EP(Fn)rn = 
zn ED(J( 有 )), n=1, 2,.…. 于 是 


7 fzall = NPT (pn)znl = 7(f pn)rnl 
< (fp) < fpnlle < $ — 0, Bn— o0. 
(c) 由 (a)，(b) 可 见 c(J( 门 ) 3 essRanf ， 只 须 证 ， 若 0g& essRanf ， 则 0 o(7(f)). 
由 0gessRanf ， 则 9g= 了 ELZs(BE) ,而且 fg9==g9f 二 1， 由 定理 V1.3.2 (d)， 
TI) = (Fo, 
7(g)I(f) = J(9f) = 7(1)=T. 
又 J(g)e A(H) , 故 0€p(7( 了 )). 2 
定理 VI.3.5 (测度 转换 原理 ) 设 0, 9/' 都 是 C 是 上 Borel 集会 ，B8 ，8B' 分 别 是 Q,， 0 
之 全 体 Borel 子 集 . 设 马 : B 一 PP 是 射影 值 测度 ， (0)=T. 映射 p: 0 一 9 使 
yp-1(S’')€ B, vs’ eB’. 
令 (5') 二 (gp-1(5')) ， 则 BB': B' 一 人 是 射影 值 测度 ，B'(Q') 二 I 且 
Jo fdBlsy) = Jalf ° ¥)dE(ry) ， (3.3) 
对 使 上 述 两 闯 积 分 都 存在 的 任何 Borel 函数 f : 9 一 者 成 立 . 
证 明 首先 需要 证 明 尽 是 强 可 数 可 加 的 , 设 US4 = 8 ， 且 当 j 产 k 时 ,， S45) 一 和. 
令 Sh=p (5), k=1; 2 S=p1(9); Ss, SeB, k=1, 2 U Sk=8; 
且 当 j 关 Kk 时 ,S54 站 5; = 和 ， 于 是 由 王 之 强 可 数 可 加 性 知 ， 
LO oe > EB'(Si)z, Yr EK. 
= = 


可 见 B' 是 强 可 数 可 加 的 . 
又 由 人 = 27I(9) ， 可 见 怕 (2) = BO) = 工 . 对 任何 SEB8', 记 5 = ww-1(S')， 则 
Xe op 三 Xs ， 而 
Jo XsdEfn = (已 (9)7 Y= (Bo (3))7， y) = (E(S), Y) 
= JoxXsdEy) = Jo Xs ° PAdE(ay). 
于 是 (3.3) 对 任何 简单 函数 都 成 立 ， 而 任何 Borel 函数 总 是 可 表 为 简单 函数 的 极限 ， 由 控制 收 
敛 定理 可 知 (3.3) 对 任何 两 端 积 分 存在 之 Borel 函数 f 亦 成 立 . < 


VI.4 自 伴 算 子 谱 定 理 
设 4 是 7 内 无 界 自 伴 算 子 ， 有 推论 VI2.3 ，(4+iD eeCOt) ， 且 
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14 十 xz 性 = 人 4I+lzl2， ze D(A). 


今 
U((A+il)zx) = (A—il)z, re D(A). 
则 UU 是 等 距 , 而 且 D(D) = DP(4+ 这 ) = XH, R(D) =R(4-i 订 =, 从 而 UV 是 多 上 西 算 子 . 
令 y=(4+i 讶 zx ， 则 z= (4+iD)- yy ， 上 式 可 写成 
Uy= (A—il)(A4+i1)-ly, ye NH . 
即 
U=(A-iN)(A+il)-!. 
称 如 此 定义 得 西 算 子 U0 为 4A 之 Cayley 变换 . 
关于 4 与 其 Cayley 变换 间 有 如 下 关系 . 
命题 VI.4.1 设 4 是 ?Mt 内 自 伴 算 子 ， 则 
=(4-2)(4+2D71 是 人 上 酉 算 子 . 
(ii) TI-U 是 单 射 ，R(I-U)==D(A)， 即 (I 一 U)-! 是 稠 定义 的 . 
(让 A4=i(I+U)(I-U)-1,， 即 A 是 U 之 逆 变 换 . 
证 明 (i) 已 经 证 明 . 
(ii) 注意 (4+i7T)(4+i7)-!= 卫 ， 
I-U = (A+iD(A+iD- (A-iN)(A+iD)-! 
= [(A+il)— (A-i)(A+1iD)-!= 2i(A+il)-! 
这 说 明了 -UV 是 单 射 , 且 R(T-U)=R((4+i7)7)=D(4). 
( 首 ) 由 IT 已 =2(4+2) 一， 可 见 人 -D)- 存在 且 是 稠 定义 的 闭 算 子 志 (4 十 说) . 
即 D((1 -UV) )=D(4)，. 注意 
T+U=(A+iD)(A+i) t+ (A-iD)(A+i1)-!=2A(A+i7)-! 
是 有 界 的 ， 这 样 
i(IT+U(I- U0- 1!=i2A(A+iD)-!(A+il)cA. 
又 D(A)=D((T- 0) 1)=DGITFUT-U0) 1), 故 A=ilI+U)(T-U)-!. 0 
定理 VI.4.2 设 4 是 XH 内 自 伴 算 子 ， 则 存在 BU) 上 唯一 的 射影 测度 已: 8 一 全 使 
(4z, y) = [RtdE(r,y)(t), Yr Ee D(A), ye KH, 
而 且 BP(o(A))=I. 
如 此 之 马 称 为 A 的 谱 测 度 或 谱 分 解 . 
证 明 考虑 4 之 Cayley 变换 U = (4 一 i7)(4 ee VI4.1 ， 忆 是 好 上 酉 算 
子 ， 自 然 是 正规 算 子 .由 正规 算 子 谱 定理 ， 必 存 在 EB": 一 了 使 
(Uzx, Y) = Ji- 1 和 dE ,)(N), vzx, yE NH, 
且 BE?(o(U)) = 了 .由 于 IT-U 是 单 射 , 故 1& op(U) ， 从 而 ED)=0. 令 0 ={AE 
Ci; |A| =1， 但 和 夫 1} ， 则 上 式 可 写 为 
(Uzx, y) = Jov NEG ,) (XN), vx, vy EH. (4.1) 
设 ”表示 Q” 中 全 体 Borel 集合 ， 定 义 Q” 上 函数 
%(A) =i, ME QU. 
易 见 是 Q” 上 处 处 取 有 限 实 值 的 Borel 函数 . 由 定理 VI.3.2 ， Ds 是 XH 中 笛子 空间 ， 存 在 
闭 算 子 7($) , 使 D(7(9)) = Du ， 且 
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(J(6 = Jov NEC,,, (MN), vr €E Ds, yE NH. 
由 9 i 页 0 注意 
pA N=il+N, Ae QT. 
由 定理 VI.3.2,， 有 J 了 (9)(T 一 0)=i(I+U). 这 说 明 R(I -U0) cD(J(96)) . 由 命题 VI.4.1 (ii)， 
D(4) =R(I-UV)cCD(J(G)), vr EeE D(4)， 有 veNXH, 使 += (1-U)y. 于 是 由 命题 VI.4.1 
(ii) ， 
Az= A(T -Uy=i(I+U)y= 7(0)( -Uy= Tb)z . 
可 见 ，J(9) 是 4 之 自 伴 扩张 . 
(Az, y) = (J (8)z, Y) = fov MEU OA Yr E D(A), ye 
注意 映射 9 : 0 91(S5)eE BY". 令 
E(S) = E"($- 1(5)), Ss € 
由 测度 转换 原理 (定理 V1.3. 可 知 巨 : 8( 一 PP 是 射影 值 测度 ， 而 且 
[RtidEc,n(t) = fov MdEG, 届 vr ED(A), veENH. 
故 
(4z, y) = fR tdB(z,y)(t), Vr € D(A ， yeENH. 
由 定理 VI.3.4 ，o(4) = essRany . 往 证 o(A4) = 


首先 , 假设 tj e o(4) , 车 to fb(o(U Ss gp(o(U)) 是 闭 集 ， 存 在。> 0， 使 
Uo {6 一 to < 是 满 足 U(to,Onglolt) =0 ,于 是 
0. 


{MeC; 10N -to| < No UV)= 
从 而 由 E(o(U0)) = 工 ， 可 知 B{ 和 EC; |%(A) 一 
故 c(4) < $lo(UV)). 

反之 , 假若 toe $(o(U)) , 则 有 Xe ol0) ,使 如 =%X)， 于 是 Xo=g (to) = 和. 
从 而 


tol<ej=0. 这 和 tec(4) = essRany 矛盾 . 


UNT = (A-iND(A+il)- i! (to—i)(to+i)-! 

to + ito +i(A—il)— (to—i(A4+iD)(A+i7)-! 

二 (to 十 A —toD)(A+il)-!. 

如 果 如 和 (4) ， 由 上 式 可 见 - 》Xo7 是 单 射 而 且 是 满 射 . 这 和 Mo Ee o(U) 矛盾 , 故 如 s o(4). 
即 o(4) 2 gc(D)) .总 之 ac =Wc(D)， 即 c(Z)= 和 :4) 这 样 Bo(4)) = 已-(c(D)) = 
I. 


( 
( 


己 


AR 


至 于 唯一 性 ， 1 忆 : BO 一 P 使 
(Az, y) = fm tdE(, ,)(t), Vz € yeENH. 
909-1: 四 一 QV 是 取 上 有 界 Borel 由 定理 VI.3.2 ， 
(Uzx, y) = [RP (HAP (t), Yr, y EN . 
任 给 一 个 Q" 中 Borel 集 3 ，%(59) 是 到 中 Borel 集 ， 令 
FP"(S)=E(0(S)), S'eB", 
则 FY: BV 一 P > 由 测度 转换 定理 
Jov MF ,) (MN) = [ro 1( 及 dB 人 ), vr, VETL . 
这 样 


(Uz, y) = Jov MPH (OA Vi, VETL. (4.2) 


(x,Y) 
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根据 正规 算 子 谱 定理 ， 射 影 值 测度 是 唯一 的 ， 知 BE” = PFC . 注意 忌 (9) = FY(9 1(5)), VS < 
8， 所 以 EE= EB. » 
作为 自 伴 算 子 谱 定 理 的 应 用 ,我 们 来 看 一 个 例子 . 像 有 界 自 伴 算 子 情形 一 样 ， 引 进 如 下 概 
定义 VI.4.1 设 4 是 XK 内 自 伴 算 子 , 若 (4z, x) > 0, Yz ED(4) ， 则 称 4 为 正 算 子 ， 
记 为 4>0. 
以 下 为 方便 ， 记 到” = [0，co), 到 ”= (oo, 0), 8 路 (RT) 表示 到 ”中 全 体 Borel 集合 的 
Borel 代数 . 
命题 VI.4.3 设 4 是 7t 内 自 伴 算 子 ， 则 
(a) A>0So(A)C Rt. 
(b) 车 4 >>0， 则 存在 唯一 正 算 子 BB ,使 B2 = A ， 即 正 算 子 有 唯一 正平 方 根 . 
证 明 (a) 全 由 推论 VI.2.3 . o(4) C 臣 . 于 是 只 须 证 Vt < 0 ， 必 有 te p(4) . 注意 
vr € D(A), 
4-tDzl2 = (A tx, (A tx) 
= (Azx, Az)—t(Az, x)—t(x, Ax) +t2(r, 7) 
= |Azl?+é|z|l? — 2t(Az, x). 
因 t+<0, (hx, Z) >0 ， 故 
(4 -#7)zl? > 1Azl? + azll?, vr e D(A). (4.3) 
这 表明 4 一 t 是 单 射 的 ， 又 
R(A-t)=R(A-H)) = NA-t)! = {0 :=X. 
可 知 4 一 二 是 稠 值 域 的 ， 往 证 尺 (4 一 女 ) 是 闭 的 . 设 zn sD4) ,使 (4 一 zn 一 y， 由 
(4.3) ， 可 见 {zn} 是 Cauchy 序列 . 故 有 zn 一 zo ， 而 4 一 娘 是 闭 算 子 , 可 知 zosD(4) ， 且 
(4 一 好)x0 二 y， 即 R(4 一 要 = 二 RR((4 一 好)) 二， 从 而 (4 一 要) 是 上 处 处 定义 的 闭 算 
子 . 由 闭 图 形 定理 ， 可 知 (4 一 妇 )- ee A(XH) ， 故 tep(4) ， 
1 oc" 车 o(4) C [0，0%0) ， 由 定理 VI.4.2 ，BE(o(4)) = 了 工 . 于 是 五 (了 及 -) = 0 . 
Vz EH, Ba( 取 -) ， 故 
(Az, 四 = 慑 1dBoab= [Rr tdBz,z)(t) > 0, vr € D(A). 
(b) 由 定理 VI.4.2 ， 存 在 射影 值 测 度 巨 : 8( 一 好 使 
(Az, y) = /a tdE(,,)(t), vr €E D(A), yeE NH. 
因 4>0, 由 (a)，o(4)cCER* .于 是 (RR )==0， 从 而 情 : 8 由 (R1) 一 P ， 而 且 
(Az, y) = [p+ tdBsn(t) = fo ™ tdBsn(t), vie D(A), ye KH. 
设 9(t)=t, f(t)=Vt, tel0, 00),， 则 f>0, 且 凡 =p， 由 定理 V1.3.2 (d) ， 


J(f)7(f)= 7(06)=4. 
令 (有)=B, 则 D(4)c 0 ee 

(Bz, 2) = (7(f) = /0™ tdEa(t) > 0, vie D(B). 
故 B>0, 且 B2?=4 


往 证 唯一 性 . 若 又 有 正 算 子 C , 使 O2 = 4, 则 D(4)=D(0). 设 EBC: BD(R') 一 P 
是 C 之 射影 值 测度 ， 使 
(Cz, y) = 万 ”udpBo no vv € D(C).. 
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取 Q=0 = Rt, 令 w(v)=v2, 90)=v,veERt， 则 y= V2， 又 今 
E'(S)= EC(p 1(S)), Se BV (RT). 
由 测度 转换 原理 


十 co 十 oo 
6 tdE(, w(t 兰 io vdEG, 中 Co) 


二 (TI(O2 六 三 (的 7 的 下 盐 
= (C2z, y) = (Az, vy), ZED(4). 
故 户 : BD(R1+1) 一 PP 是 4 之 射影 值 测度 于 是 户 = 忆 .这 样 
EC(S)= EF'(y(S)) = E(2(5)), VS € BWV (RT). 
进而 
J pase (0 /|v (= tp 
= fo fdEG,s)(t). 
可 见 ， ze Dy 当 且 仅 当 xe€E Dj， 即 zeD(C) 仿 zeD(B). 又 由 测度 转换 原理 ， 
(Cz, y) = J” vdBl, (v0) = pl)dB, v(t) 
.OD 
vrED(B),， yeEXH. 所 以 C=B. 
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